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Capitolo 1

Nozioni di Base

1.1 Insiemi e Logica

Definizione 1.1 (Insieme).
Un Insieme ¢ una ”collezione di elementi” A sulla quale possiamo chiederci se x € A per un qualsiasi oggetto x.
Sia () I'insieme tale che x ¢ () per un qualsiasi x.

Definizione 1.2 (Predicato e Proposizione).
Un Predicato P & una affermazione che riguarda elementi di un insieme e che & necessariamente vera o falsa.
Se le variabili del predicato assumono un dato valore o sono quantificate allora il predicato € una Proposizione.

Osservazione 1.3 (De Morgan).
~(PAQ)=-PV-Qe—-(PVQ)=-PA-Q

Osservazione 1.4.
PA(QVR)=(PANQ)V(PAR)e PV(QAR)=(PVQ)A(PVR)

Osservazione 1.5.
=(Vz P(z)) = 3z -P(x) e =(3z P(x)) =Vz ~P(x)

Definizione 1.6 (Sottoinsiemi).
A & un sottoinsieme di B (A C B)seVe € A,z € B

Definizione 1.7 (Operazioni tra insiemi).
Definiamo le seguenti operazioni:

ANB={z|xz€ ANz € B} Intersezione
AUB={z|xz€ AVz € B} Unione
AAB={z|z€ ANz ¢ B} Differenza

Ax B={(z,y) |z € A,y € B} Prodotto Cartesiano
A°=U\A Complementare

Dove U ¢ un insieme ambiente.

Per comodita indichiamo A x --- x A con A™.
—_—

n volte

Osservazione 1.8.
ANBCACAUBe ANBCBCAUB

Definizione 1.9 (Insieme delle Parti).
Sia P(A) = {B | B C A} 'Insieme delle Parti di A.

Definizione 1.10 (Partizione).
Dato A insieme, P C P(A) ¢ una Partizione di A se:

eNUecPU#D
eVxc AU eP:zxeclU
.le,U2€P,U1#U2 = U;NU;=10



1.2 Relazioni

Definizione 1.11 (Relazione).
Una Relazione su A & un elemento di P(A x A). Equivalentemente & un predicato che dipende da due variabili,
entrambe in A.

1.2.1 Relazione di Equivalenza

Definizione 1.12 (Relazione di Equivalenza).
Una relazione R ¢ di Equivalenza se rispetta le seguenti proprieta:

Ve e A (r,z) € R Riflessiva
Ve,y € A (z,y) € R = (y,xz) € R Simmetrica
Vr,y,z € A (r,y) e RA(y,z) € R = (x,z) € R Transitiva

Definizione 1.13 (Classe di Equivalenza).
La Classe di Equivalenza di « € A definita dalla relazione di equivalenza R & I'insieme [z]g = {y € A | (z,y) €
R}. Se la relazione ¢ chiara possiamo indicare la classe con [z] o Z.

Definizione 1.14 (Insieme Quoziente).
Sia ~ una relazione di equivalenza. 4/ = {[z]}zea € linsieme quoziente di A per ~.

Osservazione 1.15.
A/~ & una partizione di A.

1.2.2 Ordinamenti

Definizione 1.16 (Relazione antisimmetrica).
Una relazione R & Antisimmetrica se (z,y) € RA (y,2) € R = =z =y.

Definizione 1.17 (Ordinamento).
Una Relazione d’Ordine o Ordinamento ¢ una relazione che rispetta le proprieta Riflessiva, Antisimmetrica e
Transitiva.

Definizione 1.18 (Ordinamento Totale).
<’ relazione d’ordine su A ¢ totale se
Ve,yec Ae<yVy<cz

Se per B C A abbiamo < |p ordine totale su B allora B & una catena

Definizione 1.19 (Buon Ordinamento).
(A, <) catena & ben ordinato se

VB C A, B # () inferiormente limitato 3z € B t.c. v <y Vy € B

Definizione 1.20 (Massimo).
Data A catena e z € A, se Vy € A,y < x allora = & un massimo per A. Se A ammette massimo esso viene
indicato con max A.

Definizione 1.21 (Elemento Massimale).
Data A catenaexz € A, se Vy € A,x <y = x =y allora x &€ massimale di A.

Definizione 1.22 (Maggiornate).
Data A catenae B C A, se dx € A t.c. Vy € B x > y allora = & un maggiornate di B.

Definizione 1.23 (Estremo superiore).

Data A catena e z un maggiorante per B C A affermiamo che = & estremo superiore di B se Vy maggiorante di
By>zx.

Se B ammette estremo superiore esso viene indicato con sup B.

Analogamente definiamo minimo, elemento minimale, minorante ed estremo inferiore.

Definizione 1.24 (Insiemi Densi).
Dato B insieme ordinato e A C B affermiamo che A ¢ denso in Bse Ve, y € Bjx <y,Jz€ Az <2<y



1.3 Funzioni

Definizione 1.25 (Funzione).

Una funzione f con dominio A e codominio B (che indichiamo f : A — B) & una legge che associa un unico
elemento di B ad ogni elemento di A.

L’elemento associato a © € A & I’immagine di x secondo f e viene denotato f(x).

Definizione 1.26 (Immagine e Controimmagine).
Sia f(A) = {f(z) € Blz € A} C B l"immagine di f.
Sia f~Y(y) = {z € A|f(z) =y} la controimmagine di y

Osservazione 1.27.
La relazione z ~ y <= f(x) = f(y) ¢ di Equivalenza e quindi {f~*(z)|z € Immf} & una Partizione del dominio.

Definizione 1.28 (Grafico di una Funzione).
SiaT'y = {(z, f(x)) € Ax B |z € A} C A x B il grafico di f

Osservazione 1.29.
DatoI'¢ Ax B,seVr € Adlye B: (z,y) €T allora3df: A— Btc I'=TYy

Definizione 1.30 (Restrizione).

Dati f: A— BeC C A, sia flo: B

c — . .
. () la restrizione di f a C.
Definizione 1.31 (Composizione).

Date f: A— B,g: B— Csiago f:

8

— ¢ la composizione di f con g
— g(f(z)) '

Definizione 1.32 (Funzione caratteristica).
Sia

1 z€A
XA(x):{O x¢ A

la funzione caratteristica di A

1.3.1 Proprieta delle Funzioni

Definizione 1.33 (Iniettivita, Surgettivita e Bigezione).
Data f : A — B definiamo le seguenti proprieta:

f(@)=fly) = z=y Iniettiva
f(A)=B Surgettiva
f iniettiva e surgettiva Bigettiva

Osservazione 1.34.
f:A— f(A) C B & sempre Surgettiva

Definizione 1.35 (Invertibile).
Una funzione f & invertibile se g : y — f~*(y) & una funzione, in tal caso chiamiamo g l’inversa di f e la
indichiamo con f~1.

Osservazione 1.36.
f € bigettiva se e solo se ¢ invertibile

Osservazione 1.37.
f invertibile<=> f~lo f =ida A fo f~1 =idp.

Definizione 1.38 (Monotonia).
Data f : A — B con A e B insiemi ordinati abbiamo che f ¢ crescente se ¢ <y = f(x) < f(y) e decrescente
sex <y = f(z)> f(y). In entrambi i casi f & detta monotona.



1.4 n-uple e Successioni

Definizione 1.39 (n—upla).
Una n—upla su A & un elemento di A™

Definizione 1.40 (Successione).
— A

Una successione su A (che denotiamo (a,,)) & una funzione u
n

Definiamo AN D’insieme delle successioni su A.

Osservazione 1.41.
YxN — Y

(an,m) — apt1
dove Y = A* se i termini derivano dai k precedenti. In tale caso diamo la definizione nella seguente forma

Una successione su A puo essere definita per ricorrenza fornendo il valore a in 0 e una funzione f :

apg = a
an+1 = f(anvn)

Definizione 1.42 (Progressione aritmetica).

Una n—upla & detta in progressione aritmetica se Ir : Vk € N, ap = ap_1 + 1"E|

Definiamo una successione in progressione aritmetica (o successione aritmetica) se la stessa condizione vale
vk € N.

Osservazione 1.43.
Se (ay,) & aritmetica allora Vk ap = ag + kr.

Lemma 1.44 (Formula di Gauss per la somma).

nn+1)
2

k=

T
-
3

3

Dimostrazione. Sia il valore della somma S = k, allora
=1

=

Sommiamo allora i termini della seconda sommatoria al contrario

n 1 n n
2S:Zk+;k22k+;[n—k+l]:
c=n =1

k=1 k=1

F+n—K+1]=n(n+1)

k=
1
Quindi 25 = n(n + 1), cio¢ la somma richiesta vale M

Proposizione 1.45 (Somma di termini in progressione aritmetica).
Sia (ay,) in progressione aritmetica, allora

n 1
Zak =(n+1)ag + rw.
k=0
Dimostrazione.
Zak = Z[ao +kr)=(Mn+1ag+r (Zk) =(n+1)ayg+r (Zk) .

k=0 k=0 k=0 k=1

La tesi segue dal Lemma. O

ldove Nj, = {0,1,--- ,k}. I numeri naturali saranno definiti nel capitolo 3.



Definizione 1.46 (Progressione geometrica).

Una n—upla & detta in progressione geometrica se 3r : Vk € N, ap, = rag—_1.

Definiamo una successione in progressione geometrica (o0 successione geometrica) se la stessa condizione vale
vk € N.

Osservazione 1.47.
Se (a,) & geometrica allora Yk aj, = aor”.

Proposizione 1.48 (Somma di termini in progressione geometrica).
Sia (a,) in progressione geometrica, allora

prtl_q

Za — ser;él.
ag n—|—1)

ser=1
Dimostrazione. Osserviamo in linea preliminare che

n n
D ax =) aor* —%Z?‘
k=0 k=0

n
quindi cerchiamo il valore di S = E "
k=0

n+1

rS = ZrkH Zr + L

TnJrl _
Ricaviamo quindi che S = — 7 perr # 1, mentre se r = 1 abbiamo S = n + 1 trivialmente. Concludendo:
r—

n+17
Z a i ser#1 '
n+1) ser=1
O
Proposizione 1.49 (Somme telescopiche).
n
Z Ak+1 — a/c = Gn41 — Ao
Dimostrazione. Procediamo per induzione su n:
(n=0)
0
Z[akﬂ — ag| = ap+1 — Aaop-
k=0
(n>0)
n
Z[ak‘+1 - ak] = Qp+4+1 — an + (an—l—i-l - aO) = Qp+4+1 — Qg.
k=0
O

1.5 Polinomi

Definizione 1.50 (Polinomio).
Dato un campo K un polinomio a coefficienti in K, indeterminata t e grado n € N & una somma formale del
tipo
Ant™ + ap 1t 4 ait+ag, a; €K
L’insieme dei polinomi a coefficienti in K e indeterminata ¢ & denotato con K[t].

Dato un polinomio p(t) = Y"1, a;t* denotiamo deg p = max{k € N | ay, # 0} il grado di p.
Poniamo K, [t] = {p € K[t] | degp < m}.



Possiamo definire una somma e un prodotto sui polinomi come segue:
p=> ait',q=>Y bt
p+a=>Y (a;+b)t'

pq = Z Z aibjti'”.
J

i



Capitolo 2

Insiemi Infiniti e Cardinalita

2.1 Assioma della Scelta

Assioma 2.1 (Assioma della Scelta).
Sia {A;}ier una partizione, allora

Corollario 2.2 (Assioma della Scelta II forma).
Dato che ogni funzione surgettiva definisce una partizione dell’immagine

Vf: A — B surgettiva 3g : B — A iniettiva : fog =1idp

Teorema 2.3 (Lemma di Zorn).
A#0,se VB C A: B catena

dx, maggiorante in B = 3T € A massimale di A

Teorema 2.4 (Bernstein).

df : A — B iniettiva,dg : B — A iniettiva <= 3h : A — B bigettiva

2.2 Cardinalita di un insieme

Definizione 2.5 (Cardinalita finita).
Dato un insieme finito A, la cardinalita di A, denotata |A|, & il numero di elementi contenuti in A.

Osservazione 2.6.
ACB = |A| < |B|

Osservazione 2.7.
|A| = |B| < 3f : A — B bigettiva
|A] < |B| <= 3f : A — B iniettiva <= 3f : B — A surgettiva
Questa proprieta motiva la seguente definizione

Definizione 2.8 (Confronto tra cardinalita).

Dati A e B insiemi (anche infiniti) asseriamo che hanno la stessa cardinalita (|A| = |B|) se 3f : A — B
bigettiva.

Similmente affermiamo che la cardinalita di A & minore o uguale a quella di B (|A] < |B|) se 3f : A — B
iniettiva o se 3f : B — A surgettiva.

Osservazione 2.9.
Per il teorema di Bernstein (2.4)) |A| < |B| A |A|] > |B| < |4| = |B|

10



2.3 Coefficienti Binomiali

Proposizione 2.10.
Se A ¢ in insieme finito, |P(A)| = 241,

Dimostrazione. Esiste una bigezione naturale tra P(A) e {f : A — {0,1}} data considerando le funzioni
caratteristiche dei sottoinsiemi di A. Notiamo infine che |{f : A — {0,1}}| = 2/4l perché ogni suo elemento &
identificato dalla scelta binaria 0 o 1 per ogni elemento di A. O

Osservazione 2.11.
Per insiemi finiti A, B osserviamo che vale

[{f: A~ B} =|BI".

Considerando anche la notazione introdotta per le successioni, poniamo, anche per insiemi infiniti, la seguente
notazione

{f:A— B} =B

Definizione 2.12 (Combinazioni Semplici).
Sia Px(A) = {B C A||B| = k} 'insieme delle combinazioni semplici di ordine k su A

Proposizione 2.13 (Principio di Inclusione-Esclusione).

Z )k+1 Z ﬂ Aj

k=1 JePL(N,) |J€J

Dimostrazione. Siano
" X — R
= A e : n B
]91 ! R [T=1 (1 = xa,(2))

dove x4 ¢ la funzione caratteristica di A. Osserviamo che Vx € X, ¢(z) = 0 perché se z € X allora 3A; : x € A,

ma allora 1 — x4, (z) si annulla. Quindi Z o(x) =
zeX

H L=xa, @) =>_(-DF > J]xa@

k=0 JEP(N,) jEJ

Osserviamo che [];c; xa,(x) coincide con la funzione caratteristica di
definiamo {(z) = xn,_, 4, (%), da cui

Pa)=> (=¥ > L) =1+ (-DF > &)

e Aj. Per semplicita notazionale

k=0 JePL(N,) k=1 JEPL(Ny)
Allora

zeX zeX JEPL(Ny,)

DY CVED D SHOEIEED S VD DI AP
k=1 JEPL(N,) z€X k=1 JEPL(Ny) |J€J
Concludendo
X =S ST N4l
k=1 JEPL(N,) |5€T

da cui la tesi. O

Definizione 2.14 (Coecfficiente Binomiale).
Sia A un insieme tale che |A| = n, sia (}) = {B C A||B| = k}| il coefficiente binomiale n su k.

Proposizione 2.15.
n\ __ n!
(k) — (n—k)'k!

11



Dimostrazione. [

n=0)1= () =g =1

n > 0) Verifichiamo che vale Didentita (}) = (Zj) + (";1) per entrambe le definizioni:

(%) Verifichiamo per cardinalita: per un qualsiasi elemento x € A abbiamo

(}) =P =B € Pu(a) [ o € AU (B € Puld) | = ¢ 4} =
I{B € Pu(A) |z € A} + |{B € Pu(A) | 2 ¢ A} =

={BU{z} € Pr_1(A\{z})}| + [{B € Pr(A\{z}|
n—1 n—1
(i) ()

(n—1)! (n—1)! (n—1)! n!

TR W=k MR TR = e

Per ipotesi induttiva sappiamo che le cardinalita coincidono alla riga n — 1:
Per k£ = 0,n abbiamo
n n n!
= = — = ]_7
<0> (n) n!0!
mentre per 0 < k < n abbiamo che
n\ (n-1 n n—1\ (n—1)! n (n—11 n!
k) \k—-1 k) (k—=Dln—k)! kn-k-1! Kk(n-Fk!

Proposizione 2.16 (Binomio di Newton).

(a+b)" = zn: (Z) akpnF

k=0

(%)

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n:
n =0)
0 0Y 0,0
(a+b)°=1= 0 a’b’.

n > 0) Dato che per k <00 k > n, (Z) = 0, possiamo scrivere senza ambiguita:
(a+b0)"™ =(a+b)(a+b)"=(a+b) Z <Z> bk =
_ =~ (n k4+1pn—k ~ (n kpntl—k _
= <k>a b +Z (k: a”b =
k=0
n+1 n n
_ kin+l1—k kin+l1—k __
—Z(k_1>ab —i—Z(k)ab =

La proposizione precedente motiva il nome coefficiente binomiale.

Proposizione 2.17 (Disuguaglianza di Bernulli).
Pera>-leneN, (1+a)">1+na

Dimostrazione.
n=0)(1+a)’=1>1+0a=1.
n > 0) Dato che na? > 0 per n > 0:

(1+a)"™ >0 +a)1+na)=1+n+1a+na®>>1+(n+1)a.

1Per questa e la prossima dimostrazione useremo il principio di induzione che dimostreremo nel prossimo capitolo.

12



Osservazione 2.18.
La tesi in realta vale per n € R\(0,1).

2.4 Teorema di Cantor

Definizione 2.19 (Insiemi Numerabili).
Un insieme A & numerabile se |A| = [N| = Rq

Proposizione 2.20.
A insieme infinito = 4B C A numerabile.

Dimostrazione. Sia f : P(A) — A tc. VB C A f(B) € B.

f(A\{ag, - ,an}). Per come abbiamo definito f, a1 € A\{ao, -

{an}neny C A & numerabile per costruzione.

Teorema 2.21 (Cantor).
Al < [P(A)] <= |A[ # [P(4)]

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che 3f : A — P(A) bigettiva. e
f~Y(B) = f(z) = B. Osserviamo che Z € B = I ¢ B per definizione di f e analogamente Z ¢ B

7 € B. Deduciamo che #if~1(B), dunque f non & surgettiva ¢

Sia quindi a9 € A e Vn € N ap41 =

aan} - Ap+1 ¢ {a07"'

Sia B = {z | « ¢ f(x)}

, an +, dunque
L]

DH HI

Per curiosita mostriamo una rappresentazione della dimostrazione in forma di tabella per il caso A = N:

B o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fO)fo o o 0o 1.0 0 1 0 0 O
fF)lo 1000 110 1 0 1
f@)/1 0 1 1 1 00 1 1 0 0
f310 1 10000 1 1 0 1
fHlo 101110000 0
f6)/1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1
f6fo 1 0 0 1 1 1 1 0 0 O
fMmlo o 1 1000 1 1 0 1
F®l0o 1 101 00000 0

Consideriamo allora A = {0,3,5,8---}

non contiene 1 etc.

13
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Capitolo 3

Insiemi Numerici

3.1 I Numeri Naturali

Definizione 3.1 (N alla Peano).
N ¢ un insieme tale che:

0eN Elemento iniziale
YneN3dn+1)eN Successivo
VSCN,S#£PIsgeS:Vse S s55<s Principio del minimo

Osservazione 3.2.
Il principio del minimo e equivalente ad affermare che N & ben ordinato.

Proposizione 3.3 (Principio di Induzione).
Sia P(n) una proposizione definita Vn > ng € Z. Se valgono le seguenti

P(ng) & vera Passo base
VYn >ng P(n) = P(n+1) Passo induttivo

Allora P(n) vale Vn > ny.

Dimostrazione. Sia S = {n > no | P(n) ¢ falsa}, la tesi equivale a S = ). Per assurdo ipotizziamo S # 0,
allora per il Principio del Minimo Jsg € S : 59 < sVs € S. Essendo P(ng) vera, ng ¢ S dunque sg # ng —
S0 > ng = sg— 1 >ng. Siccome so —1 < sg, (so—1¢S) = P(sg—1) e vera. Per il passo induttivo
P(sop —1) = P(sp) sono vere ¢ O

3.2 I Numeri Interi

Definizione 3.4 (Numeri Interi).

7= NxN)/eon (a,b) ~ (¢,d) <= a+ d = ¢+ b. Le operazioni su Z sono:
[(a,0)] + [(¢, )] = [(a+ ¢, b+ d)] Somma
[(a,b)] - [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)] Prodotto

Sia @ > b € N e sian = a—b. Identifichiamo allora n = [(a,b)] e —n = [(b,a)] come simboli per le classi di
equivalenza.

Osservazione 3.5.

7Z ¢ numerabile. Infatti f :

3 Z

- Z e
— LgJ (—1)n ¢ bigettiva.

3.3 I Numeri Razionali

Definizione 3.6 (Numeri Interi).
Q= (Z % Z\{O})/N con (a,b) ~ (¢,d) <= ad = cb. Le operazioni su Q sono:

[(a,b)] + [(¢,d)] = [(ad + be, bd)) Somma
[(a,b)] - [(c,d)] = [(ac, bd)] Prodotto

Per comodita scriveremo % al posto di [(a,b)].
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Proposizione 3.7.
Q & numerabile

Z x Z\{0} —
Dimostrazione. Osserviamo che f : >Zp ;){ ' . g ¢ surgettiva, quindi |Q| < |Z x Z\{0}| = |N x N|.
’ q

N x N & numerabile definendo g : N — N? surgettiva ricorsivamente
(0,0) sen=0
gn)=<(a+1,6—1) segln—1)=(a,b) eb#0
(0,a+1) se gln—1)=(a,b) eb=0
Quindi |Q| < |N| ma siccome Q ¢ infinito, deve essere che |Q| = |N| O

Illustriamo la corrispondenza con la seguente tabella:

o 1 2 3 4 5 6 7 8
0 2 5 9 14 20 27 35 44
1
3

4 8 13 19 26 34 43
7 12 18 25 33 42

6 11 17 24 32 41

16 23 31 40

15 22 30 39

21 29 38

28 37

O ~J O Ul W N H+—O
—
(an)

3.4 1 Numeri Reali

3.4.1 Sezioni di Dedekind

Assioma 3.8 (di Dedekind).
Dato un campo R, esso rispetta [’assioma di Dedekind se VA, B C R non vuoti tali che Va € A,b € B, a <b
abbiamo che Va € A,;b€ B Ir € R t.c. a <r <b. r & detto elemento separatore di A e B

Osserviamo che 'assioma di Dedekind & equivalente a

VA C R, A # () superiormente limitato, Isup A € R.

Definizione 3.9 (Numeri reali).
Un campo ordinato per il quale vale ’assioma di Dedekind & detto campo dei numeri reali.

Forniamo allora un modello dei numeri reali. Per farlo introduciamo le sezioni di Dedekind.

Definizione 3.10 (Sezione di Dedekind di Q).
Una sezione di Dedekind di Q ¢ una partizione (A4, B) di Q tale che

Vre A, ye B z<uy.

Il modello dei reali che proporremo e I'insieme delle sezioni di Dedekind di Q, che indicheremo con R. Prima

definiamone alcune proprieta.
Possiamo riconoscere una copia di Q in R, in particolare a ¢ € Q associamo la coppia

(Ag,By) = ({re@lz<qh{zreQlz>4q})

Dato che vorremmo dimostrare una proprieta di R che dipende dall’ordinamento abbiamo la seguente proposi-
zione:

Proposizione 3.11.

La relazione su R data da
(A,B) < (A,B) <= AC A

¢ un ordinamento totale.

Dimostrazione. Il contenimento e riflessivo, transitivo e antisimmetrico. Dato che B & completamente determi-
nato da A (essendone il complementare), abbiamo che la relazione & un ordinamento. Mostriamo quindi che &
totale, ovvero in questo caso A’ ¢ A = A C A’. Siap e BN A’ (osserviamo che BN A’ # () perché altrimenti
A’ C A), abbiamo che Vg € A, ¢ < p, ovvero A C A,,. Osserviamo infine che 4, C A", quindi A C A’. O
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Proposizione 3.12.
R munito dell’ordinamento definito sopra rispetta 1’assioma di Dedekind.

Dimostrazione. Per comodita, data € R poniamo x = (A,, B,). Sia S un sottoinsieme di R. Osserviamo che
sup .S = sup U Ay =sup A,
yeSs

per qualche z sezione su Q. Definiamo allora

zs=| |J AR\ |J 4, | = (4., B.).

YyEA, YyEA,

Chiaramente zg & un maggiorante di S. Sia allora w < zg. Abbiamo quindi che 4,, = A,\C con C C UyGAz A,
non vuoto, ovvero Jy € A, t.c. yNC # (). Abbiamo quindi A, 2 A, <= w < y per y € A, cio¢ w non ¢ un
maggiorante di S. Abbiamo quindi che zg = sup S. O

Abbiamo che su R vale I'assioma di Dedekind. Definiamo allora su R delle operazioni che lo rendono un
campo. La somma ¢ abbastanza semplice:

(A,B)+ (A, B)=({a+d |ac Ad € A}, {b+V |be B,V € B'Y).

Per il prodotto definiamo prima l'opposto di una sezione e cose una sezione positiva. —(A, B) ¢ la sezione tale
che

(A4,B)+ (—=(A,B)) =({¢€ Q¢ <0}, {g€ Q[ q=0}) = (A, Bo).

Una sezione non negativa & banalmente una sezione x tale che x > (Ao, By), ovvero A, C Ay. Possiamo allora
definire il prodotto tra sezioni non negative

(A,B)-(A',B")=({qd' €Q|¢>0,d >0,ge A, € A’} UA;,Q\C).

C

E possibile mostrare che le operazioni definite rendono R un campo e che rispettano ’ordine che abbiamo
definito, dunque R & effettivamente un modello per i numeri reali.

3.4.2 Continuita dei reali

Definizione 3.13 (Campo ordinato completo).
Un campo ordinato ¢ completo se rispetta ’assioma di Dedekind.

Proposizione 3.14.
Dato K campo ordinato completo esso € isomorfo all’insieme delle sezioni di Dedekind su K.

Dimostrazione. Per comodita definiamo K I'insieme delle sezioni di Dedekind su K. Ponendo 4, = {y € K |
y <z} e B, = K\A,, consideriamo la mappa
" K — K
" x — (4;,By)

Osserviamo che per 'assioma di Dedekind sup A, esiste e coincide con z, allora questo ci permette di definire
11, Per come sono definite le operazioni su K abbiamo che v ¢ un omomorfismo di campi. O

Definizione 3.15 (Campo archimedeo).
Un campo K ordinato ¢ archimedeo se Va,b € K tali che 0 < a < b, 3n € Nk per cui b < na, dove con N
intendiamo la copia di N in K.

Proposizione 3.16.
Se K & un campo archimedeo allora Qx € denso in K

Dimostrazione. Siano y —x > 0 e n € Nk t.c. n(y —z) > 1, ovvero % <y-—zx.
Se x = 0 allora % rispetta la tesi.

Se z > 0, sia k = max{j € Nx | £ < 2}, da cui

ng<k+1§x+l
n

1
§$+*<y,
n n n
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quindi rispetta la tesi.
Se x < 0 il ragionamento e analogo ma scegliamo

k1
n
— mind i —J
k=min{j € Nx | — < z}.
n

Corollario 3.17.
ad

Q ¢ denso in R. Infatti date 0 < ¢, 5 abbiamo che § <n§ per 4 < n.

Proposizione 3.18.
Ogni campo K ordinato completo & archimedeo.

Dimostrazione. Per assurdo ipotizziamo da,b € K t.c. 0 < a < be b > na Vn € Ng. Allora 'insieme
S = {na | n € Ng} & non vuoto e superiormente limitato da b, quindi esiste ¢ = sup S. Per definizione di
estremo superiore o — a non & un maggiorante di S, quindi 3k € Nk t.c. 0 —a < ka, cioe 0 < (k+ 1)a € §
z. O

Corollario 3.19.
R & archimedeo

Teorema 3.20.
Dato K campo ordinato archimedeo, I'insieme delle sezioni di Dedekind su K e isomorfo a R.

Dimostrazione. Sia Qg is sottocampo di K isomorfo a Q. Per comodita definiamo
F = {sezioni di Dedekind su F}.
Abbiamo quindi Q = R. Mostriamo che la mappa

- K — Qg
" (A.B) — (ANQgk,BnNQk)

¢ un isomorfismo di campi tra K e Qxk.

Osserviamo che (A N Qg, BN Qk) & una sezione di Dedekind su Qg, quindi ¢ & ben definita. Essendo K
archimedeo Qg ¢ denso in K, quindi date (A, B), (A’, B') € K tali che (A4, B) < (A’, B") abbiamo che 3¢ € Qx
t.c. g € A'\A, quindi ¥(A4, B) < ¢(A’, B"). Abbiamo quindi ¢ strettamente crescente, e quindi iniettiva. Data
(A, B) € Qg osserviamo che

v HAB)>({reK|yed:x<y},K\{reK|IycAd:x<y)})

per la densita, quindi ¢ & anche surgettiva, ovvero v € bigettiva. Analogamente possiamo verificare che v € un
omomorfismo di campi.
Tramite I'isomorfismo canonico tra Qg e Q abbiamo

Qk

K

1%
1%

Q=R

Corollario 3.21. B -
Ogni campo ordinato K completo e isomorfo a R. Essendo completo K = K ed essendo archimedeo K = R.

3.4.3 Cardinalita dei reali

Proposizione 3.22.
IR = [P(N)] = {0, 1} > |N]|
Dimostrazione. R = {(4, B) sezioni di Dedekind su Q} e 4 € P(Q). |P(Q)| = |P(N)|, quindi |R| < [P(N)|.
Osserviamo che |P(N)| = [{f : N —= {0, 2}}|. Definiamo allora
{0,2}%V — R
g f o Y 373
i>1

che ad ogni funzione associa tutti e soli i numeri reali la cui rappresentazione in base 3 ha cifre dopo la virgola
solo 00 2. Da f# f = g(f) # g(f’) dato che le immagini differiscono in almeno una cifra in base 3, quindi
g ¢ iniettiva. Per il Teorema di Bernstein [2.4] e il Teorema di Cantor questo termina la dimostrazione. [

17



Nella dimostrazione abbiamo impiegato un particolare insieme, il quale risulta interessante in sé:

Definizione 3.23 (Insieme di Cantor).
Sia l’insime di Cantor 'immagine della seguente funzione

{0,2}V — R
Fooo— Y 3T

i>1

3.4.4 Potenze con Esponente Reale

Definizione 3.24 (Radice n—esima).
Se per z,y € R, 2™ = y allora x € una radice n—esima di y.

Proposizione 3.25 (Esistenza e unicita della radice).
Yy > 0,n € N\{0} esiste un’unica radice n—esima z di y.

Dimostrazione.
Esistenza) Sia x = sup{z | 2" < y}, verifichiamo che 2™ = y:
osserviamo che
Ve>0(z—e)" <z2"<y<(x+e)

e che

(z—o)" <a” < (@ +2)",
quindi |2 —y| < (x + )" — (x — €)™ = €C per qualche C € Ry. Siccome ¢ ¢ un valore arbitrario ma |z — y| &
sempre lo stesso abbiamo che 'unico valore possibile &

[z" —y| =0 = z" =y.

Unicita) Per assurdo sia z > x > 0 un’altra radice n—esima di y. Allora 2" =z" =y, maz >z >0 = 2" >
=y L.
Per x > z seguiamo un ragionamento analogo. [

Definizione 3.26 (Potenze a valori in R). 4
Assegniamo un valore a a® Va,b € R,a > 0. Prima consideriamo il caso b € Q: se b € Q,b = < con
(j,m) € Z x N\{0}, da cui
(aw)!  sej>0
=11 sej=0,
1 sej <0

(aw)—3

Quindi definiamo la potenza reale a seconda del segno di a:
Sea=1,ab=1"=1.

Sea>1,a® =sup{a? | q<b,qcQ}.
Sea<1,a®=inf{a?|q<b,qcQ}.

Osservazione 3.27.
Proprieta delle potenze

bac .1b:1

o (ab)¢ = ab°

° ab+c =a

ea>1b<c = a’<a’
e a’>0
e a’=1 ea<lb<c = a®>a’
Definizione 3.28 (Logaritmo).

Dato che a” : R — (0, +00) ¢ bigettiva sia log,(x) la sua inversa, che chiamiamo logaritmo in base a

Osservazione 3.29.
Proprieta del logaritmo
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e log,(bc) =log,(b) + log,(c) o log,(t) >0=1t>1
o b<c = log,(b) <log,(c)

_ log.(b)
log.(a)

o log, (b%) = clog, (b)
« log,(b)

e log,(1)=0

3.5 I Numeri Complessi

Definizione 3.30 (Numeri Complessi).
Sia C = R[x]/(ﬂ +1) 0 equivalentemente C = R(4) con i una radice di #2 4+ 1 in una chiusura algebrica di R,

I’insieme dei numeri complessi.

Osservazione 3.31.
C = {a+bi | a,b € R}, abbiamo quindi una corrispondenza naturale con R?.

Possiamo scrivere i numeri complessi in una forma analoga alle coordinate cartesiane
z=a+bi=pcosa+ pisina = p(cosa + isina), R>p>0.

Definizione 3.32 (Modulo e argomento).
Con la notazione sopra definiamo |z| = p il modulo di z e arg z = « 'argomento di z.
L’argomento non & univoco, infatti & periodico con periodo 27. Definiamo allora

Argz = argz t.c. Argz € {0,27}
l’argomento principale di z.

Osservazione 3.33 (Legge di De Moivre).
(cosa +isina)™ = cosna + isin na

Definizione 3.34 (Forma Esponenziale).
Date le somiglianze algebriche con le potenze scriviamo e'® = cos « + ¢ sin «, da cui

2z = p(cosa +isina) = pe'® = |z]e! 187,

Essendo e” : R — R, surgettiva, notiamo che possiamo scrivere p = ¢, quindi Vz € C

B+ia log |z|+iarg z

zZ=e€ =€

La connessione tra ’esponenziale complesso e le funzioni trigonometriche & piti profonda e sara approfondita
dallo studio delle serie di Taylor.

Definizione 3.35 (Coniugato).
Dato z € C definiamo z coniugato come Z = |z|e”*?'8 % Equivalentemente se z = a + bi, Z = a — bi.

Osservazione 3.36.
z+4Z =2|z|cosarg z = 2R(z) 2Z = |z|e?¥8 2| z|e~ a8 = 2|2

Radici n—esime in C
Cerchiamo le soluzioni all’equazione 2" = w:
|TL€1’I’LOL

2" =z =w,

quindi |z| = |w T e na = argw + 2km per qualche k € Z. Allora oo = #22 2%7r, che fornisce n soluzioni
potenzialmente distinte al variare di k € Z. Se |w| # 0 queste sono distinte, mentre se |w| = 0 allora |z| = 0, da
cui z = 0.

Definizione 3.37 (Radici dell’unita).
Le radici n—esime dell’unitd sono le soluzioni all’equazione 2" = 1 = %, sono quindi della forma

2km

CkzeiT ke{O,,n—l}
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3.5.1 Teorema Fondamentale dell’Algebra

Teorema 3.38 (Fondamentale dell’Algebra).
Vp € Clz]\C*,Ja € C t.c. p(a)) = 0.

Corollario 3.39.
Ogni polinomio a coefficienti complessi si fattorizza completamente nella forma

degp

p(e)=a [] (@ — )
i=0

con x; le radici e a il coefficiente direttivo di p. Equivalentemente C ¢ Algebricamente Chiuso.

Corollario 3.40.
Ogni polinomio p € R[z] si fattorizza in polinomi di primo o secondo grado.

Dimostrazione. Dato Clz] 3 p(z) = Y1, a;x, sia p(z) = Y i, @z’. Se p € R[z] allora p = p dato che il
coniugio lascia inalterati i valori reali. Fattorizzando p € R[z] immergendolo in Clz] abbiamo

n n

pa)=a]](z-2) p@ =a[[@-a)=a][@@—m)
=0 i=0

=0 =

Per il Teorema di Fattorizzazione Unica Jo € S, tale che x — 2; =  — T, (;), cioe il coniugio riordina le radici
nella fattorizzazione.

Se z; = 7; allora z; ¢ una radice reale di p. Se z; = T per ¢ # j allora ; = Z;. Osserviamo che
(x —z;)(x — 77) = 2% — 2R(w;)x + |x;]* € Rz], quindi dividendo p per (z — z;)(z — ;) troviamo un polinomio
reale di grado minore a p.

Per induzione ricaviamo quindi che ogni polinomio a coefficienti reali & divisibile per un polinomio irriducibile
a coeflicienti reali di grado 1 o 2. O
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Capitolo 4

Nozioni Topologiche

4.1 Spazi Metrici

Definizione 4.1 (Distanza).
Dato un insieme F una distanza su E € una funzione d: E x E — [0, +00) tale che

d(z,x) =0 Ve e E
d(z,y) =d(y,x) Ve,ye E Simmetrica
d(z,y) +d(y,z) > d(z,z) Vax,y,z€ E  Disuguaglianza Triangolare

La coppia (E,d) con d distanza & detta uno spazio metrico

Definizione 4.2 (Palla e Intorno).
Dato (E,d) spazio metrico e r € Ry, definiamo B,.(z) = {y € E|d(z,y) < r} la palla di raggio r e centro x.
Se AC E t.c. 3r > 0: By(x) C A allora A & un intorno di x.

Osservazione 4.3.
(E,d) spazio metrico, ' C E = (F’,d) spazio metrico.

4.2 Aperti e Chiusi

Definizione 4.4 (Topologia).
Una topologia A su E ¢ un insieme di sottoinsiemi di E tale che

0,Eec A Aperti Banali
{Aitier €A = ;e  Aic A Chiusura per Unione
{A,- A CA = N, 4 €A Chiusura per Intersezione Finita

Gli elementi di A sono detti insiemi aperti e i loro complementari su F sono detti insiemi chiusi.

Osservazione 4.5.
Sia C = {E\A | A € A} l'insieme dei chiusi. Dalle leggi di De Morgan ricaviamo le seguenti proprieta sui chiusi:

0,EeC Chiusi Banali
{Aitier €C = N A €C Chiusura per Intersezione
{4y, A} CC = U A eC Chiusura per Unione Finita

Proposizione 4.6 (Topologia indotta da una metrica).
Sia (E,d) spazio metrico. La seguente definizione rende .A una topologia su E:
Dato A C E,seVz € A3Jr > 0 t.c. B.(x) C A, allora A € A.

Dimostrazione.

(%) @ non ha elementi, dunque vale trivialmente. E contiene ogni elemento di E, dunque ogni palla con centro
in E.

)z €Uje 4y = JjeJtereA; = Trte B(x) CAj CUjes Ay

(K zeNj1 4 = z€A;VjeN, = Ir;>0: B, () CA;

Sia r =min{r; | j € N}, By(z) CA; VjeN,, = B,(z) C ﬂ?:1 A, O
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Osservazione 4.7.
Metriche diverse possono indurre la stessa topologia, per esempio su R™ abbiamo le distanze

dy(Z,) =D |l +luil e do(,9) =

i=1

per le quali & possibile mostrare che, cambiando opportunamente i raggi, le palle di una contengono quelle
dell’altra.

Definizione 4.8 (Interno, Esterno e Frontiera).

z € FE ¢ interno ad A se Ir > 0: B,.(z) C A.

x € E & esterno ad A se ¢ interno ad E\ A.

x € F ¢ di frontiera per A se non ¢ interno o esterno ad A.

Definiamo inoltre:

int A= {x € E'| z interno ad A} la parte interna di A

0A = FE\(int AUint E\A) = {x € F | z di frontiera per A} la frontiera di A.

Osservazione 4.9.

(x) A aperto <= A = int A.

(x) int A & aperto, infatti Vo € int A 3B, (x) C AequindiVy € B, (7), By_q(,y)(y) € Br(z) C A = y € int A.
(%) int A ¢ il pitt grande aperto contenuto in A, infatti se B C A aperto, ogni suo elemento ¢ interno ad A.

4.3 Punti Aderenti e di Accumulazione

Definizione 4.10 (Punto Aderente e Chiusura).
x € E & aderente ad A se Vr >0 B.(x) N A # 0.
Sia A = {z € E'| x aderente ad A} la chiusura di A.

Osseivazione 4.11.
ACA

Definizione 4.12 (Denso (topologia)).
A ¢ densoin Ese A=E.

Proposizione 4.13.

A=int AUOA

Dimostmzioge.

(©)Sexzec A, Y€ B (r):ye A = x ¢int A° = (int AUIA)*

(O)int ACACA Sexe€dA B (x) L A = B(x)NA#0D O

Osservazione 4.14.
C' ¢ chiuso se e solose C = C

Dimostrazione.
=) Se Jz € C\C avremmo z € C° t.c. Vr >0 B,(z) ¢ C°, ma in tal caso avremmo C*° non aperto .
<) Vz ¢ C = C abbiamo 3r > 0 t.c. B,(x)NC =0, allora C* & aperto, e quindi C' & chiuso. O

Definizione 4.15 (Punti di Accumulazione).

x € E ¢ punto di accumulazione per A se Vr > 0 B.(z)\{z} N A # 0

Sia D(A) = {z € E | x punto di accumulazione per A} C A I'insieme Derivato di A.
Se x € E\D(F) allora z ¢ isolato.

Definizione 4.16 (Insieme Discreto).
A ¢ discreto se A+ 0 e D(A)NA=1.

Osservazione 4.17.
Se x ¢ di accumulazione per A allora Vr > 0 la palla B, (z) contiene infiniti elementi di A diversi da «.

Dimostrazione. Sia r = ro: Bp(x)\{z} N A # 0 = 3Fa1 € B, (xz) N A\{z}. Sia allora r, = d(z,ay):
Vi € N, a; ¢ B, (x)\{z}, ma Ja,4+1 € By, (x)NA\{z}. Quindi {a;};en & infinito e contenuto in B,.(z)\{z}. O
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4.4 Teorema di Bolzano-Weiertrass

Proposizione 4.18.
ACR/A#0,0=supA. Seoc<+xec ¢ A = oeD(A)

Dimostrazione. Applicando la definizione di estremo superiore:

Vaec Ao >a

o=sup A <<
Ve>0dag€e A:0—¢ < ag

Fissando ¢ > 0, 3a € A tc. 0 —¢ < a < 0. Dato che 0 ¢ A abbiamo che 0 —¢ < a < 0. Allora

Ve > 0,AN Be(o)\{o} #0. O

Definizione 4.19 (Insieme Limitato).
E ¢ limitato se 3z € E,r € R t.c. E C B,(z)

Osservazione 4.20.
In R”™ la condizione puo essere espressa in modo equivalente in termini di n—cubi, dato che 'n—cubo di centro
x e spigolo 2r contiene B, (z) ed & a sua volta contenuto da Br(z) VR > v/nr.

Teorema 4.21 (Bolzano-Weierstrass).
Sia E C R™ limitato di cardinalita infinita. Allora D(E) # ().

Dimostrazione. Dato che E ¢ limitato 3Q¢ 2 F un n—cubo di spigolo Ly > 0. Dividiamo ()¢ in {Q(()l), e Q(()zn)},
2" n—cubi con spigolo di lunghezza Lg/2.
Affermiamo che 3i € Nan t.c. |Qéi) N E| = +oo. Infatti se Vi € Nan |Q((f) N E| < 400 allora |E| =
SZLENQY| < 4oo £
Sia allora Qj41 € {Qg»i)}ieNQn t.c. |Qj+1 N E| = +oo. Osserviamo che gli spigoli di ¢); hanno lunghezza
Ly/27.
0/Sia T € jen [@;]- Dato che Vr >0 3j € Nt.c.r > 55 abbiamo che B,(Z) 2 @, e |Q; N E| = +00, quindi

b
Vr >0 Ja € E\{Z} t.c. a € B, (Z). O

Corollario 4.22. -
Dato E C R™ limitato chiuso di cardinalitd infinita allora £ ND(E) # (). Infatti D(E) C F = E.
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Capitolo 5
Limiti

5.1 Definizione per Funzioni e Successioni

Definizione 5.1 (Limite di Funzione).
Siano E, F spazi metrici e f : E\{zo} — F con xy punto di accumulazione in E. f ha limite { € F per x che
tende a xg se VV intorno di ¢, U intorno di zg t.c. f(U\{zo}) C V. Denotiamo il limite con

lim f(z) =¥, o semplicemente f(x) — ¢ se & chiaro a quale valore tende z.
T—rT0o

Osservazione 5.2.

11 limite ¢ indipendente da f(z)

Osservazione 5.3.
Se il limite esiste ¢ unico

Dimostrazione. Siano £ e £ due limiti distinti, allora IV,V’ t.c. VNV’ = @ con V intorno di £ e V' di £'.
Per definizione di limite 3U, U’ intorni di zq tali che f(U) C V e f(U’') C V'. Per definizione di intorno
Ir,r’ t.e. U D Bp(x9), U’ 2 B(xzg). Senza perdita di generalita sia r < ¢/, allora B,.(z9) C U NU’, quindi
F(Br(zo)) CV AV = 0 0

Definizione 5.4 (R Esteso).
Sia R esteso R =R U {400, —00}.

Definizione 5.5 (Intorno di Infinito).
L’insieme U C R & un intorno di 400 se 3z € R : Vy > z, y € U. Analogo per —oco.

Osservazione 5.6.
Possiamo definire limiti per x — 4o e possiamo avere oo come risultati di particolari limiti.

5.1.1 Limiti di Successioni
Definizione 5.7 (Limite di una Successione).
N

Data (x;);en una successione in E, essa ha limite ¢ € E se, definita f: .

— .
, abbiamo:
T oz

xl&l@f(x)zé(z»x,»—)f

Definizione 5.8 (Convergenza).
Una successione (x,) con x,, — £ € R & convergente se { € R e divergente se { = +oo, altrimenti ¢ detta non
convergente.

Definizione 5.9 (Chiusura per Successione).
Se Y(a,) € CN,a, — x € C allora C & chiuso per successioni.

Osservazione 5.10.
Un insieme chiuso e chiuso per successione

Dimostrazione. Sia C chiuso, (z,) € CN e z,, — x. Per definizione
VU intorno di z, 3N € N t.c. Vn > N, z, € U,
quindi UNC #0) = x€C=C. O

24



Proposizione 5.11.
Uno spazio metrico C C E' chiuso per successioni € chiuso.

Dimostrazione. Dato z € E abbiamo due casi: se x € int C' non contraddice la tesi, se x € 0C' sappiamo che
Ve > 0, B(x) N C # 0, sia allora a1 /e € B||(x) N C. Questo definisce una successione a,, € CN con limite z.
Essendo C' chiuso per successioni, x € C, quindi C C C = C chiuso. O

Definizione 5.12 (Convergenza di funzioni).
Una successione di funzioni (f,,) € {g: A — B} converge alla funzione f se Vo € A lim,, f,(z) = f(x).

Definizione 5.13 (Convergenza Uniforme).
Data una successione di funzioni reali (f,,) € {g : E — R} se Ve > 0 vale definitivamente

Vo € E, f(z) —e < falz) < f(2) +e,

allora (fy,) converge a f uniformemente.

5.2 Proprieta algebriche del limite

Teorema 5.14 (Permamenza del Segno).

lim f(z)=¢20 = 3U intorno di g t.c. Vy € U f(y) 20

Tr—xo

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che YU intorno di g, 3y € U t.c. f(y)¢ < 0 e consideriamo |¢| > r > 0.
Osserviamo che Vz t.c. z¢ < 0 abbiamo |£ — z| > |{|, e quindi z ¢ B,.(£). Allora considerando z = f(y) abbiamo
trovato che 3V = B,.(¢) intorno di ¢ tale che YU intorno di zg, f(U\{zo}) € V, in particolare f(y) ¢ V £. O

Applicando la definizione di limite riscontriamo che, date f e g t.c. f(z) — £ e g(x) = m, i limiti hanno le
seguenti proprietéﬂ
(*) im[f(z) £ g(x)] =0+ m (%) (m #0) lim % ={/m
(%) lim[f(z)g(z)] = tm () (m=0) lim |
con o = sgn(f(z)g(z)) per z — g

~ Q
NN

= 000,

—~
N

x

Proposizione 5.15.
Siano f,g: E\{zo} = R,z9 € D(E). Se V ¢ un intorno di z¢ t.c. Vo € V, f(x) < g(x), allora

lim f(z)=4¢, lim g(z)=m = £<m
T—xo T—To

Dimostrazione. Sia h = g — f. Yo € V h(z) = g(x) — f(z) > 0 e li_>m h(z) =m —2¢. Sem—{ <0, per la

permanenza del segno h(z) < 0 in un intorno di z¢ ¢. Quindi m — ¢ > 0, da cui m > ¢. O

5.3 Teorema dei Carabinieri

Teorema 5.16 (Dei Carabinieri).
Siano f,g,h: E\{zo} — R t.c. 3V intorno di zg t.c. Vx € V f(x) < h(z) < g(z). Allora

A5, f@) = Jlig glo) =& = Jlig h(z)=¢
Dimostrazione.
¢ = +00) Senza perdita di generalitd poniamo ¢ = 400, da cui YV = (a, +00) intorno di +o0o, U intorno di z
t.e. Ve € U, f(z) € V, cioe a < f(z) < h(z) <= h(z) € V, quindi h — +o0.
¢ €R) Ve >0 3U intorno di zg t.c. Ve € U, f(z) € { —e,f+¢) e g(x) € (£ —e,f+ ). Osserviamo quindi che
Va € U abbiamo
l—e< f(z) <h(z) <g(x) <l+e,

quindi h(z) € (¢ — ¢, +¢€), da cui h — L. O

Osservazione 5.17.
Per ¢ = 400 la condizione su g non & necessaria. Analogamente per £ = —oo quella su f non & necessaria.

= ¢ 0oco

1Escluse le forme indeterminate, ovvero: oo — oo, 2, =
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Corollario 5.18.

Jim () = 0= lm |f(a) =0

Dimostrazione.

(<) Vz € U intorno di xg abbiamo —|f(z)| < f(z) < |f(z)|. Dato che |f(z)| — 0, per il Teorema dei

Carabinieri f(z) = 0.
(=) f&) 50 Ve >0 f(z) € (—¢,¢), allora |f(z)| € [0,e) C (—¢,¢). O

Corollario 5.19.
Siano f,g: E\{zo} = R t.c. f(x) — 0, |g(x)] < M € R4 in un intorno di x; allora lim f(z)g(x) =0
Tr—>To
Dimostrazione. —M|f(x)] < f(x)g(z) < M|f(x)| in un intorno di xg. Dato che f(z) — 0, |f(z)] — 0 quindi
M]|f(x)] — 0, da cui per il Teorema dei Carabinieri li_>m f(z)g(x) =0 O
x To

5.4 Compattezza

Definizione 5.20 (Compattezza).
Dato E spazio topologico (con topologia A), consideriamo tre definizioni:

1. E & compatto se VR C At.c. EC UQGR Q, 35 C R finito tale che

EgUQ.

Qes

2. E & numerabilmente compatto se vale la condizione precedente almeno per gli R numerabili.
3. E & sequenzialmente compatto se ¥(z,,) € EV, 3(z,, ) sottosuccessione di (z,,) tale che z,, — ¢ € E.

Teorema 5.21.
Per E spazio metrico le tre definizioni sono equivalenti. In generale la terza definizione implica la prima ma
non viceversa.

Proposizione 5.22.
Sia E spazio metrico compatto e F' C E chiuso, allora F' & uno spazio metrico compatto

Dimostrazione. Sia (z,,) € FN C EN. Per la compatezza sequenziale di F, 3(z,,) — = € E. F & chiuso, quindi
sequenzialmente chiuso. Dato che (z,,) € F" allora z € F, ovvero F & compatto. O

5.4.1 Chiusi e Limitati

Proposizione 5.23.
Siano E uno spazio metrico e F' C E compatto, allora F' ¢ Chiuso e Limitato.

Dimostrazione. Dimostriamo le due proprieta separatamente:

(Chiuso) Se per assurdo F non fosse chiuso, 3z € D(F)\F. Essendo un punto di accumulazione 3(z,,) € FN
t.c. x, — xo. Per la compattezza di F, 3z,, — z1 € F, ma dato che (z,) ha un limite, esso ¢ unico anche
passando a sottosuccessioni, dunque F' > xq =z ¢ F £.

(Limitato) Se per assurdo F non fosse limitato avremmo che Vzg € F Vn € N, F ¢ B, (x¢). Consideriamo una
successione di questa forma: x, € F\Bj(zy,z,_,)+1(%0). Osserviamo che Vn # m, d(z,, ) > 1, quindi ogni
sottosuccessione di (z,) non converge, ma allora F' non & compatto £. O

Teorema 5.24.
Sia F' C R™ chiuso e limitato, allora F' & compatto.

Dimostrazione.

Sia (z,,) € FN e consideriamo i casi {x,, }nen finito e infinito:

finito) Se {zn}nen € finito allora assume frequentemente lo stesso valore z € F. Sia allora (z,,) = (z) una
sottosuccessione di (z,) constante, la quale quindi converge banalmente a x € F.

infinito) Dato che {x,}neny C F & limitato. Allora per il teorema di Bolzano Weierstrass A(xy,) t.c
Zpn, — « € R". Dato che F' ¢ chiuso, ¢ chiuso per successioni, dunque x € F'. O

Teorema 5.25 (Bolzano Weierstrass).
Siano E uno spazio metrico e F' C F compatto di cardinalitd infinita, allora FND(F') # ()
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Dimostrazione. Sia (z,) € FY a termini distinti. Dato che F & compatto 3z, — z € F e siccome & a termini
distinti Vk x,, # . Dalla definizione di limite ¥r > 0, B,.(x) N {Zn, }ren # 0, e quindi dato che z ¢ {z,, }ren,
Vr >0 B.(z) N F\{z} # 0. Allora x ¢ un punto di accumulazione di F' appartenente ad F. O

Dimostrazione alternativa. Supponiamo per assurdo che F' non contenga punti di accumulazione in E (e quindi
neanche di F' C E). Da questo ne discende che Vg € E, 34, > ¢ intorno di ¢ aperto tale che A, N F C {¢}.
La famiglia {Aq}q€ & © un ricoprimento aperto di F, dunque, siccome E ¢ compatto, se ne puo estrarre un
sottoricoprimento finito {4y, },. 5, per un qualche N € N. Allora, per costruzione, si avra che

FC|JAunF = |F|< || AunF| <N,
i<N i<N

ma questo ¢ assurdo, poiche la cardinalita di F' si suppone infinita #. O

5.5 Successioni di Cauchy

Definizione 5.26 (Successione di Cauchy).
Sia £ uno spazio metrico e (z,,) € EN. (2,,) & di Cauchy se Ve > 0 In. t.c. Yn,m > n. d(z,,zm) < €

Proposizione 5.27.
Se (xy,) ha limite ¢ di Cauchy

Dimostrazione. Dalla definizione di limite Ve > 0 In. t.c. Vn > n. d(z,,z) < 37 quindi Vn,m > n.

Ad(Tp, X)) < d(p,x) + d(z,20) < €.

Osservazione 5.28.
Se (z,,) ¢ di Cauchy allora (z,,) ¢ limitata.

Osservazione 5.29.
Una successione di Cauchy potrebbe non convergere, per esempio una successione su Q che tende a v/2.

Proposizione 5.30.
Sia (z,) € (R")N di Cauchy, allora x,, — z € R"

Dimostrazione. Dato che (x,) ¢ di Cauchy {x,}neny = S € limitato. Se |S| € N, S assume frequentemente lo
stesso valore ed essendo di Cauchy questo & il limite. Se |S| = co per Bolzano Weierstrass 3z € D(S), ovvero
Jx,, — x e dato che (z,) & di Cauchy z,, — =. O

5.6 Spazi Completi, Normati e di Banach

Definizione 5.31 (Spazio Completo).
E spazio metrico & completo se ¥(z,,) € EN di Cauchy x,, =z € E.

Teorema 5.32 (Baire).
Sia E uno spazio Metrico Completo, F;, C E una famiglia di chiusi t.c. int F,, = ), allora

F=JF = it F=0.
n
Osservazione 5.33.
Se E & uno spazio metrico compatto F & completo

Osservazione 5.34.
Esistono campi ordinati completi diversi da R ma R & I'unico campo ordinato completo archimedeo

Corollario 5.35.
Essendo R I'unico campo ordinato completo archimedeo,

R = {(#n) € Q¥ di Cauchy}, on (2) ~ () <= (20 — ) = 0.
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Definizione 5.36 (Spazio Normato).
Sia E uno spazio vettoriale su R. Esso ¢ normato se 3|| - || : E — R t.c.

Ve e E, ||z|| >0

|z =0 <2 =0

VAER,Vz € E, || Az| = [A]- [[z]

Ve,y € E, ||z +yl| < ||zl + [yl Subadditivita

Osservazione 5.37.
Ogni spazio normato & metrico ponendo d(x,y) = ||z — y||

Definizione 5.38 (Spazio di Banach).
Uno spazio normato E & uno spazio di Banach se (E,(x,y) — ||z — y||) & completo.
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Capitolo 6

Funzioni Continue

Definizione 6.1 (Continuita).
Siano E e F spazi metrici. Siano f: E — F e xg € E. f & continua in xy se vale una delle seguenti condizioni:

e 1 & di accumulazione e

Tr—x9
e 1 ¢ isolato.

Osservazione 6.2.
Dalla definizione di limite ricaviamo che f continua in zy <= VV intorno di f(zp), 3U intorno di zo t.c.
fU)CcVv.

Definizione 6.3 (Continuita su un Insieme).
f:A— Beé continua su E C A seVx € E, f continua in z.

6.1 Proprieta delle funzioni Continue

Date f,g: E — R continue in zy valgono le seguenti proprieta:

(%) f £ ¢ continua in xg (%) fg continua in xq

(%) glzo) #0 = ! continua in o (%) Ve € R, ¢f continua in zg
g

Osservazione 6.4.
L’insieme delle funzioni continue su F & uno spazio vettoriale su R.

Teorema 6.5 (Permanenza del Segno).
Sia f continua in zy con f(z¢) 2 0 = 3U intorno di g t.c. Yo € U, f(x) 2 0.
Dimostrazione. Basta applicare la permanenza del segno al limite lim f(x). O

T—rTo

Teorema 6.6 (Composizione).
Sia f : E\{zo} = F con F ed FE spazi metrici, zyp punto di accumulazione e lim f(z) = yo. Siag: F = G

Tr—rT0o
continua in yg. Allora lim (go f)(z) = g(yo), ovvero
Tr—x0

lim g(f(z)) = lim g(y).

T—To Yy—Yo

Dimostrazione. Sia V intorno di g(yo), da cui per la continuita di g abbiamo che 3U intorno di yq tale che
g(U) C V. Inoltre W intorno di z¢ t.c. f(W) C U, quindi g(f(W)) C V. O

Corollario 6.7.
Se f & continua in xg e g & continua in f(xg) allora g o f & continua in xg.

Proposizione 6.8 (Continuita per successioni).
Una funzione f : E — F & continua in xg € F se e solo se V(x,,) € EN t.c. x,, — x¢ abbiamo lim,, f(x,) = f(x¢)
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Dimostrazione.
(=) VU intorno di f(z¢), 3V intorno di =g t.c. f(V) CU. Se x, — x¢ abbiamo che Yn > ng, z, € V, da

cui f(-rn) € f(V) CU = lim, f(xn) = f(-’L’O)
( <= ) Per assurdo supponiamo f discontinua. Allora 3¢ > 0 t.c. Vn € N 3z, € By ,(20) tale che f(z,) ¢
B.(f(x0)). Ma allora x,, = x¢ e f(z,) A f(z0) £ O

Teorema 6.9 (Weierstrass).
Sia f : E — R continua su F spazio metrico compatto, allora f ammette massimo e minimo in E, ovvero

dm,M € Et.c. Ve e E, f(m) < f(z) < f(M)

Dimostrazione. Sia ¢ = inf f(E) € RU {—oc0} e sia (y,) € f(E)Y con y, — £. Allora possiamo costruire una
successione (z,,) € EN t.c. y, = f(zy). Dato che E & compatto 3z, — m € E. f & continua su E, quindi
f(m) =limy, f(z,,) = limg yn, = ¢, quindi m & un punto di minimo. Analogamente troviamo il massimo. [

6.2 Funzioni Lipschitziane

Definizione 6.10 (Funzione Lipschitziana).
f: E — F & L—Lipschitziana se Vz,y € E, d(f(x) — f(y)) < Ld(z,y).

Proposizione 6.11.
Se f e Lipschitziana allora ¢ continua.

Dimostrazione. Se f & L—Lipschitziana allora 0 < d(f(z )ff( )) Ld(x xo). Quindi considerando il limite per
x — T, d(x, x9) — 0, quindi per il Teorema dei Carabinieri (5.16)) d(f(x)— f(xo)) — 0, dacui f(z) — f(zo). O

Definizione 6.12 (Lipschitzianita locale).
f: E — F & localmente L— Lipschiztiana se Yz € E, 3U intorno di z t.c. 3L > 0 t.c. f|y ¢ L—Lipschitziana.

Proposizione 6.13.
Se f & localmente Lipschitziana allora & continua.

Dimostrazione. Sia © € F, U intorno di z t.c. f|y & L—Lipschitziana, quindi f & continua in 2. Dato che
questo vale Vx € E, f & continua. O

Definizione 6.14 (Contrazione).
Data f: E — E L—Lipschitziana € una contrazione se L < 1.

Teorema 6.15 (delle Contrazioni/Banach-Caccioppoli).
Data f: E — E con E spazio metrico completo contrazione, 3! x € E t.c. Vaxg € E la successione

apg = o
an = f(an—l)

converge a x. x & anche un punto fisso e un punto attrattivo della funzione.

Dimostrazione. Per semplicita notazionale poniamo f*(x¢) = ay.
Esistenza) Verifichiamo Desistenza del limite lilgn f¥(zo). Dato che E & completo basta mostrare che la

successione ¢ di Cauchy:

d(fk(.%'o), fk+h(‘r0)) < Lkd(mo, fh(xo)),

inoltre per la disuguaglianza triangolare

h
d(zo, f*(w0)) <D d(f (wo), f Z (0, f(z0)),

portando al limite abbiamo d(zo, f"(x0)) < d(zo, f(z0))2F, da cui

d(o, f(z0))

0.
1-L k——+o00

d(f*(xo), f**"(20)) < L*

Quindi Ve > 0, 3k t.c. VM > N > k abbiamo

d(fN (o), fM (x0)) < LN7Fd(f* (o), fM N FH (o)) < LN e <,
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quindi f*(xg) & di Cauchy, quindi ammette limite = per la completezza di E.
Unicita) Dati 21, zo abbiamo che

d(f*(@1), fF(22)) < L¥d(x1,22) = 0,

ovvero limy f*(x;) = limy f*(x2) dato che entrambi i limiti esistono per quanto detto sopra.
Punto fisso) Dato che f & lipschitziana ¢ continua, quindi

Fla) = FQtim (o)) = lim 4 (o) = .
Attrattivo) Sia x; € E, osserviamo che

d(z, f(x1)) = d(f(x), f(21)) < Ld(z, 1) < d(z,z1).
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Capitolo 7

Calcolo dei Limiti

7.1 Criteri sulle Successioni

Proposizione 7.1.
Siano (a,), (b,) € RY a termini definitivamente positivi, allora

Ap41

VnZ no,

n bn

b a
>L+1:>V712n0a anZ(no)bn

Dimostrazione. Definitivamente abbiamo

anJrl > bn+1 anJrl > al al > ano . > anob
= = = = — n Z n-
anp bn bn+1 bn bn bno no

CorollariC? 7.2.
Vn > no, ntl < = Jete. a, < b

n

Corollario 7.3.
lim,, (ant1/an) =€ = Vb > £, Ing,c t.c. Yn > ng, a, < cb"

a

Dimostrazione. limy,(ani1/an) =€ <b = “1 € (—00,b) definitivamente, quindi “** < b definitivamente.

Dal corollario precedente segue la tesi. O

Lemma 7.4.

1 sea=1
400 sea>1
lima™ =
n 0 se |a] <1

# sea<—1

Dimostrazione.

(¥) Sea=1,V¥n €N, a" = 1™ = 1, quindi la sequenza & costante con limite 1.

(%) Se a > 1, per il binomio di Newton a™ = (1 + €)™ > 1 4+ ne > ne. ¢ ¢ una costante positiva, quindi per
n — -+o0o abbiamo en — 400, da cuina" — 4o00.

(%) Se |a| < 1, |a"™] = |a|™ = ((1;)) = (1+1€),,, Per quanto detto (1 + &)™ — 400, quindi a”™ — 0.

(%) Se a < —1 notiamo che (a™) non & di Cauchy dato che la differenza tra termini successivi & almeno 2, quindi
se ha limite questo ¢ infinito. Per assurdo assumiamo che il limite sia +oco e consideriamo U C (0,400) un
intorno di +o0o. Osserviamo che se a™ € U allora a™! ¢ U perché cambia segno, quindi AU intorno di +oco t.c.
Vng,Vn > ng, a™ € U, ovvero il limite non ¢ +0o0. Analogamente escludiamo il caso —oo, quindi la successione
non ha limite. O

Proposizione 7.5 (Criterio del Rapporto).
Sia (a) € RY definitivamente positiva con “2=* — z > 0, allora

. 0 r<l1
lima, =
n +oo x>1
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Dimostrazione. (x) Se & < 1 possiamo scegliere b € (x,1) con a, < ¢b™. ¢ & una costante positiva e b € (0,1),
quindi ¢b™ — 0. Per il Teorema dei Carabinieri (5.16|) a,, — 0.
(%) Se & > 1 possiamo scegliere b € (1, ) e in tal caso a, > cb” definitivamente, quindi a,, — +o0. O]

Proposizione 7.6.
Se (z,,) ¢ Monotona e Limitata allora ¢ Convergente.

Dimostrazione. Per Bolzano Weierstrass (4.21) {z,} ha un punto di accumulazione e data la monotonia questo
¢ unico. Se f & crescente notiamo che questo € sup {z, }, se & decrescente allora & inf {x,,}. O

Proposizione 7.7 (Limiti per monotone).
Sia (a,,) una successione con limite £ e sia f una funzione monotona in un intorno di +oo t.c. f(n) = a,. Allora
f ha limite £ per x — 4o00.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita assumiamo f crescente. Allora
Cap) < f(@) <apz1 — 4,

quindi per il Teorema dei Carabinieri (5.16) f(xz) — £. O

7.2 Simboli di Landau

Definizione 7.8 (o-Piccolo). -
Data f per la quale 3 lim f(x) € R allora
T—xT0

o(f) = {g|xh_{20§]c((g :0}

& l'insieme degli o-piccoli di f per z — zg. Un o-Piccolo di f & anche detto trascurabile rispetto a f.
Definizione 7.9 (O-Grande).
Data f per la quale 3 lim f(x) € R allora

T—x0

O(f) ={g | 3U intorno di xg,Jc > 0: Ve € U\{zo}, |g(z)| < c|f(x)|}
¢ l'insieme degli O-Grandi di f per z — xzg.

Osservazione 7.10.

o(f) € O(f)

Osservazione 7.11.
Per comodita scriveremo un elemento di o(f) come o(f) stesso quando questo non comporta ambiguita.

Osservazione 7.12.
Per gli o-Piccoli e gli O-Grandi valgono le seguenti proprieta (le scriveremo solo per gli o-Piccoli dato che valgono
per entrambi nella stessa forma)

(%) f-o(g9) =o(fg) ) - )
(%) o(f) + olg) = { (1) 5 0lg) € ol
(%) o(f)o(g) = o(fg) olg) se o(f) C o(g)

Definizione 7.13 (Equivalenza Asintotica).
Se f— g =o0(g) allora f e g sono asintoticamente equivalenti (per x — xg) e scriviamo f ~ g.

Proposizione 7.14.
Se esiste lim f/g, abbiamo che lim f/g=1<«= f~g
T—xT(

Dimostrazione. (= )lim f/g =1 = lim(f/g — 1) = 0 quindi f — g = o(g).

(=) lim f/g = lim(g + o(g))/g = lim(1 + o(g) /g) = 1. -
Lemma 7.15.

Date f, g infinitesime con f(x) = O(z™), g(z) = o(z™) per x — 0, allora f o g = o(z™™) = go f. In modo pin

compatto,
o(O(z™)") = o(z"™), O(o(z™)") = o(z"™)
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Dimostrazione. f(x) = O(z™) <= Jc: |z|" e g(x) = o(z™) = 2™0(1). Allora
flg(@)) < clg(@)|™ = clz["™o(1)™ = o(z™™)

g(f(z)) = (f(z))"o(1) < c"[z["™0(1) = o(z"™)

Osservazione 7.16.
L’equivalenza Asintotica ¢ una relazione di equivalenza.

Dimostrazione. (Riflessiva) f=f+0e0=o(f) Vf.

(Simmetrica) lim f/g =1 = limg/f =171 = 1.

(Transitiva) f ~ g <= f=g+o0(g) e g~ h < g =h+o(h), quindi f = h+ o(h) + o(g). Dato che
g=h-+o(h), o(g) =o(h+ o(h)) =o(h), quindi f =h+ o(h)+ o(h) = h+ o(h). O

Teorema 7.17 (Eliminazione degli Infinitesimi).
Se i limiti esistono allora

frolf) f
g+olg) g
Dimostrazione.
frolf) _f (1 +o(1>>
g+o(g) g \1+0(1)
Osserviamo che }IZEB —1= 11(01()1) o(1), quindi 11083 =1+ 0(1), allora
f+olf) _f f <f>
T8 Loy =L4o(L
g+o(g) g( ) g g
da cui la tesi. O
Corollario 7.18.
frolf) . f

lim
T—=x0 ¢ + o(g) T—z0 g

Osservazione 7.19.
Per ’eliminazione degli infinitesimi abbiamo che se f ~ f' e g ~ ¢" allora f/g ~ f'/¢’
7.3 Primi Limiti notevoli

Teorema 7.20 (Limite di Funzioni Razionali).
Siano p(n) = ZfLLO a;n’,q(n) = Ziﬂio bn' € R[n], allora

+oo N>M
lim 2% = Qo /by N =M
0 N <M

Dimostrazione. Raccogliamo il termine di testa

N o N-1
= Zaini =ann (1 + Z - NN z) ann’ (1 + Z 0(1)>
i=0 i
quindi p(n) = ayn®™ (1 +0(1)) e g(n) = byn™ (1 + o(1)) con n — 4oo.

p(n) <hm anmn > <lim + o )) g Y AN N M,

n q(n) n bynM n 1+o0(1) n byn™ " by m

da cui la tesi. O

Proposizione 7.21.
a'/" — 1 se a # 0, mentre 0*/™ — 0.
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Dimostrazione. Dato che a® ¢ una funzione continua

1/n alimnn’1 _ 0

=a

lima =
n

da cui la tesi. O

Proposizione 7.22.
Va > 0Va>1, n*=o(a")

Dimostrazione. Sia (x,) = (n®/a™):

n 1)* a” 1\*1 1
Tatt _ (nF 1) a <n+> -—=-<1= z,—0
(¢ a

Tn n®  qgntl n

O

Proposizione 7.23.

VYa > 1, a™ = o(n!)

Dimostrazione. Sia (z,) = (a™/n!)

Intl % 01 — 2,50
Tp n

O

Proposizione 7.24.

n! = o(n")

Dimostrazione. Sia (z,) = (n!/n™)

Tpp1  (n+1)n" n \" 1
zo (D \n+1) (14 4)"
Osserviamo che Vn € N, (1 + %)n > 1 ed ¢ monotona crescente, dunque vale la tesi. O

Riassumiamo i risultati raggiunti in questa sezione nella seguente proposizione:

Proposizione 7.25.
Ponendo a,, < b, < a,, = o(b,,), per a > 1 e a > 0 vale

(I/a)* < n™ =0, +o00 +—n% L a" K nl K n"

7.4 Limiti con la Funzione Esponenziale

Proposizione 7.26.
lim,(1+1/n)" € R

Dimostrazione. Per comodita sia (z,) = (1 4+ 1/n)™. La tesi segue mostrando che la succesione & Crescente e

Limitata (7.6]).

(Crescente) () crescente <= Xy 11/, > 1:

n+1
1 n+1
ruy (1) ~(1+1) s\
Tn (1+30)" n)\ 1+
:<1+1) n2+2n )n+1:
n

n2+2n+1
(1+3)
n

1 n+1

l— 57— >

n24+2n+1
1 n+1

>(14 - )=

_< +n>( n2+2n+1>

n+l n

=1
n n—+1
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(Limitata) Applicando il Binomio di Newton e sviluppando la somma della geometrica

() -0

n lk—l j n 1 n—ll
Il (- 2) = =i -
k=0 j=0 k=0 k=0

1-1/2"
=1 14+2=
iy <1t2=3

Definizione 7.27 (Costante di Eulero).
Sia e = lim,, (1 +n=1)" la costante di Eulero (o di Nepero).

Osservazione 7.28.
Dato che e & definito da una successione crescente e > (1+171)! = 2 e per quanto detto prima 3 > e. In effetti
e~ 2.71828.

Proposizione 7.29.
(1+4)" e

Dimostrazione. Osserviamo che 1+ ¢/n > 0 definitivamente, quindi la successione ¢ ben definita. Se ¢t = 0 il
limite ¢ 1 come aspettato, altrimenti abbiamo

o2 (62"

Definendo x = n/t cerchiamo quindi lim (1 + x_l)w con xy = sgn too.
T—rTo

Se t > 0 sappiamo che (1 +27!)* — e perché monotona in z, da cui la tesi.

Set <O0: -
1+-) = (-2 —(1- ,
T z+1 z+1
ponendo y = —x — 1
1 z\ t 1 y+1 t
lim <<1+> > = lim <1+> =(e- 1) =¢
T——00 x y——+oo i
da cui la tesi. O

Proposizione 7.30.

n o T>e
lim,, £ = N
0 z<e
Dimostrazione. Sia (a,) = (I;Zf!)
Ap+1 _ x x
o ED e
da cui la tesi per il criterio del rapporto. O

Teorema 7.31 (Formula di Stirling per n!).

Osservazione 7.32.
en—,?' ~V2mn — +o0.

Proposizione 7.33.

t t 1
I+t<e epert<l e <1
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Dimostrazione. Applichiamo la disuguaglianza di Bernulli (2.17))
. t\" t
e>|1+—-) 21+n—=1+t.
n n

Daet21—|—tricaviamoe_tzl—tquindiper1—t>0(:>t<1et§ﬁ.

Corollario 7.34.
log(1+ ) <z e ¢, <log(l+x)

Dimostrazione. La prima deriva direttamente da 1 + z < e”. Osserviamo quindi che:

1 1
—log(1+z) =log (1+x> = log <1+1+x_1) =

og(1—- -2 ) <2
=1lo — — .
& 1+x2/)~ 1+«

Proposizione 7.35.

et -1
lim =1, ovvero e* = 1 + x + o(x)
x—0 x
Dimostrazione. )
1+ <e” < — 0<e®~-1—-2z<zx -1
1—=z 1—=z
Dividendo per =
x — —
0< (" —1—x) < I 1
T 1—=z

quindi per il Teorema dei Carabinieri (5.16]) e* —1 —z = o(x) da cui la tesi.

Proposizione 7.36.

lim, 0 W = 1, o equivalentemente log(1 4+ z) = = + o(x).
Dimostrazione.
1% <log(l+z) <z <= 1; < logux”) <1
T log(1 + z) 1<0

T T
Quindi per il teorema dei Carabinieri 1) w —1—0, da cui la tesi.
Proposizione 7.37.
lim 2% log z = 0 per o > 0.
z—0

Dimostrazione. Per a« = 1, ponendo t = —log z,

limzlogz = lim —e ft= lim —— =0.
x—0 t——4o0 t——+oo e

Consideriamo quindi z% logz = éx‘”‘ log x® e, dato che per x — 0 abbiamo z® — 0, lir% z%logz = 0.
T—

Osservazione 7.38.

Analogamente lim z7%logz = +00 per a > 0.
r— 400

Proposizione 7.39.

T _ 1 zloga _ 1
lim ¢ = lim (e) loga=1"-loga
=0 z—0 zloga

Proposizione 7.40.

1 1
lim 70&1( +2) = lim

z—0 x z—0

(10g(1x+ w)) logl(a) B 10g1(a)
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Proposizione 7.41.

o alog(l+x) _
hmwzhma ¢ 1 log(1 + ) —a-1-1.
=0 T -0 alog(1l+ ) x

Proposizione 7.42.
(1+ £ +o(2) e

Dimostrazione. (1+ % +o (%))n =e" log(l+%+°(%)), analizziamo l'esponente: detto z = (¢t + o(1)), (n —
+00 <=z — 0) abbiamo

nlog (1 + % +0 <Tll)> =nlog(l+z) = n(z + o(x)) = n%(t +0(1))(1 + o(1)),

quindi nlog (1+ % + 0 (1)) =t + o(1) e per la continuita dell’esponenziale etto) 5 ¢t O

Osservazione 7.43.
ni/n 1

Dimostrazione. Verifichiamo che la successione ¢ definitivamente decrescente:
n
1 1 n n+1 ]‘
(n+1)ml <nr<=n+1)"=n"""<=[(1+—-] <n
n

che & vero per n > e, e quindi definitivamente. Dunque n'/" — inf{nl/”}nzg. Verifichiamo che inf{nl/"}nzg =
1:

(Minorante) Per n > 1 abbiamo n* > 1, Vk > 0 e dato che % > 0 abbiamo n/™ > 1.

(Massimo) Consideriamo quando la seguente disuguaglianza vale

(146"

n<(l+0)"=1< -

1+ > 1, quindi n = o((1 + §)™) per n — +oo, allora il membro di destra tende a infinito e quindi la
disuguaglianza vale definitivamente dato che (1, +00) € un intorno di +oo. O

7.5 Limiti con le Funzioni Trigonometriche

Proposizione 7.44.

lim, o ¥5* = 1 o equivalentemente sinz = x + o(x)

Dimostrazione. Osserviamo che sinz < x < tanx, quindi

x
1<—<
sinz ~ cosz

sin x
< cosr < —<1
x

Per il teorema dei Carabinieri lj % — 1. O

Osservazione 7.45.
tanz = x + o(x) dato che per x — 0 cosz — 1.

Proposizione 7.46.
cosz =1— 222 + o(z?)

Dimostrazione.
1—cosx_1—cosx1+cosa:_1—0052x 1 _ (sinx 2 1
22 22 l+4cosz 22 1+cosz T 14 cosz
. 4. 4. l—cosx 1 . 19 5
quindi ilng—Li,dacml—CObx—ix + o(z?). O
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7.6 Numeri Armonici

Definizione 7.47 (Numeri Armonici).
Sia H,, = > ._, + I'n—esimo numero armonico.

Proposizione 7.48.
H, >log(n+1)

Dimostrazione. Dato che log(1 4 z) < x, abbiamo che

n n

H, = Z% >3 log (1 + ]1) = [llog(k + 1) — log(k)] = log(n + 1) — 0.
k=1

k=1 k=1

Corollario 7.49.
H, >log(n+1) = lim, H, =+

Proposizione 7.50.
Iy €(0,1) t.c. H, =logn+ v+ o(1) per n — +oc.

Dimostrazione. Sia v, = H, — logn. Osserviamo che

1 1
il — Y = Hpp1 —1 1) — H, +logn=———log(1+ =) <0,
Tnt1 =Y +1—log(n +1) +logn = ——— 0g< +n>

dunque 7, e strettamente decrescente. Dato che v, > 0 troviamo che 3v : v, — 7. Quindi H, —logn =,

v+ o(1), da cui la tesi.

7.7 Teoremi di Cesaro

Proposizione 7.51.

1 n
Data a,, — 0, allora — E ar — 0
n
k=1

Dimostrazione. a, — 0 <= a,, = o(1), quindi £ Y}'_;ap = 237" 0(1) = Lo(n) = o(1) — 0.

Proposizione 7.52.
n

1
Si N - E .
1a(an)€(C,alloraan—>£:>n ar — £
k=1
Dimostrazione. L’ipotesi ¢ equivalente a a,, = £+ o(1), da cui
LS e = LS o(1)) = ¢4 o)
- ap=-— 0 = 0
"= ’ ’

n
k=1

portando al limite troviamo la tesi.

Corollario 7.53. a
Sia (a,) a termini positivi, allora —=+ — ¢ = /a, — L.

n

Dimostrazione. Sia b,, = loga,. Osserviamo che log /a,, = %log an = %bn e che log 22+t
n

a
Ak+1
ag

n—1
bn+1 — by. Per le proprieta delle somme telescopiche abbiamo che b,, = Z log
k=0

—1

1 by 1 g1 On+1

log W:Eb": EJrﬁ E log o %0+log—2n .
k=0

Quindi lim, log {/a,, = lim, log “=** =logl = /a, — (.
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Capitolo 8

Generalizzazioni del Limite

8.1 Limiti Direzionali

Definizione 8.1 (Limite destro).
Siazg € ECR, e f: E— R. Definiamo il limite destro come:

fah) =l (@) = lm flongmsen(@)
Tz T—Zo

Il modo analogo definiamo il limite sinistro f(xz™) = lim f(z).
T—T
Osservazione 8.2.
3 lim f(x) = 3 lim f(z), ma non viceversa.
T—To r—zt

Proposizione 8.3.
Se 3 lim f(z)=¢* e~ = (" allora 3 lim f(z)=/(*.

z—>woi T—To
Dimostrazione. Sia ¢ = ¢+ = (~, per 'esistenza dei due limiti abbiamo che YV intorno di ¢ Jeq,e5 > 0
t.c. Vo € (wo,x0 + 1) U (z0 — €2,%0), f(x) € V. Quindi Buin{e, 5} (z0)\{z0} € (z0 — €2,%0 + £1), quindi
(zo — €2,x0 + £1) € un intorno di zg e vale dunque la definizione di limite. O
Proposizione 8.4.
Sia f : E — R Monotona, allora Vao € D(E), 3 lim, f(z) = f(z*) e i limiti rispettano la monotonia.

I*}IO

Dimostrazione. E N (—o00,x0) e 2o punto di accumulazione = xy = sup E. Osserviamo che

3 lim f|pa(—sc,z)(z) = lim f(x) = L.
T—rT0

I*}IO

Se f & crescente L = sup f(E N (—o0, 1)), altrimenti L = inf f(E N (—o00,zg)). Per il limite destro il ragiona-
mento € analogo. O

8.2 Discontinuita
Definizione 8.5 (Discontinuita).

Sia disc (f) = {z € E | f non & continua in z}.
Possiamo classificare le discontinuita come segue:

Flim f # f(xo) Eliminabile
() flwy) € R ma f(a) £ flay) Salto
37, f(wy) € Rana flag) # Flag) e (f(ad), flag)) ¢ B2 1L specie
Bf(zg) o Bf(xg) III specie

Lemma 8.6.

Data (a;) a termini positivi . ;a; € R = I finito o numerabile.

i€l
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Dimostrazione. Definiamo Iy = {i € I | a; > 1/N}, da cui I = Jyey In-
1
N|IN| < Z a; < Zai < 400
i€ln el
Quindi VN € N, |Iy| € N, quindi / & unione numerabile di insiemi finiti, quindi I & numerabile. O

Proposizione 8.7.
f: F — R monotona = disc (f) numerabile

Dimostrazione. Senza perdita di generalita sia f crescente e x1 < x5.

S @M = f@)] £ flaa) - flz) €R

z€disc (f)N[z1,x2]

Per il lemma disc (f) N [z1,22] & finito o numerabile, quindi disc(f) stesso & finito o numerabile. O

8.3 Limite Superiore e Inferiore

Definizione 8.8 (Limite Superiore e Inferiore). -
Sia f: E — R e 2y € D(E), affermiamo che f ha limite superiore £ € R in g, e scriviamo limsup f(z) = ¢ se

T—z0
e J(x,) — o t.c. lim, f(x,) =4,
o Ym >, B(yn) — xo t.c. lim, f(yn) = m.
La definizione & analoga per il limite inferiore hxn_1> lz%f f(x)
Osservazione 8.9.
Vaog € D(E), Iliminf f,limsup f per x — xg. Inoltre
limsup f(xz) =  inf sup f(z) > sup inf  f(z) =liminf f(z)

T—To U itrn. zo zeU\{zo} U dtrn. zo TEU\{zo} T—=Zo

Osservazione 8.10.

e limsup f + g < limsup f + limsupg

e f < gin un intorno di zg = limsup f < limsupg

e Jlim f per ¢ — 9 <= liminf f(z) = limsup f(z) per z — zo.
e limsup(—f) = — liminf(f)

Definizione 8.11 (Oscillazione di f).

0 se xq isolato

osc (f)(wo) = {

limsup f — liminf f se xy di accumulazione

Osservazione 8.12.
osc (f)(xo) > 0 < x¢ € disc(f)

8.4 Tecniche avanzate per il Calcolo dei Limiti

Teorema 8.13 (Lemma di Fekete).
Sia (a,) una successione a termini non negativi t.c. anym < apn + @, allora 31im %= = inf %=

Dimostrazione. Osserviamo che a, < ai + an—1 < 201 + a2 < --- < nay, quindi 0 = inf{%=} € [0,a1] =
Ve >0, dn t.c. ‘%W <o-+e.

Fissato ¢ > 0 scriviamo per la divisione euclidea n = kn + r. Allora a,, = agmr < kam + a,. Definiamo
inoltre M = max{ag, - ,a7-1}

a k %

kn M n-—r
< —am+ —
n

Sn(chra) = (a+e)+f§(12)(o+5)+ﬂf.

<z
n n
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Essendo ¢ = inf{ %=} abbiamo

a n M
o< —< (1) (c+e)+— —o+e.
n n n
Essendo € arbitrario troviamo per il teorema dei carabinieri che <= — 0. O

Teorema 8.14 (Limite di una successione Ricorsiva).
Siano f : R — R continua crescente e (x,) definita da

ro=a€R
xn+1:f($n) 7

allora Ilimz,, = ¢ € R e se £ € R allora £ = f(¢).

Dimostrazione. Se f(a) = « allora (x,) & costante, quindi la tesi vale.
Se f(a) > « definiamo U = {xz | f(z) —x > 0} 3 «, il quale & aperto per la permanenza del segno. Siano quindi

a=inf{a <a|ld,a] CU}=infV"~,
b=sup{t/ > a|[a,b] CU} =supVT.

Abbiamo che Vo' € V—, f(d') —a’ >0 = f(a) —a > 0. Ipotizziamo per assurdo che f(a) —a > 0, allora
37 intorno di a t.c. Vo' € I, f(a’) —a’ > 0, ma allora a # inf V™~ £. Abbiamo quindi f(a) = a e analogamente

f(0) =b.
Siaa <x <b,dacuia= f(a) < f(z) < f(b) =b, quindi f((a,b)) = (a,b). Dato che « € (a,b) ricaviamo
che (z,) ¢ strettamente crescente e limitata da (a,b), quindi ha limite (7.6). Inoltre

{=limz, =limx,; =lim f(z,) = f(limz,) = f(0).
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Capitolo 9

Topologia e Continuita

9.1 Teorema dei valori Intermedi

Teorema 9.1 (degli Zert).
Data f : [a,b] — R continua t.c. f(a)f(b) < 0 allora 3z € (a,b) t.c. f(xg)=0.

Dimostrazione. Supponiamo senza perdita di generalita che f(a) < 0 e sia xg = sup{z € (a,d) | f(x) <0} <b.
Affermiamo che f(xz) = 0, infatti se f(zg) < 0 per la permanenza del segno Je t.c. Vo € [xg,x0 +
¢), f(z) <0, assurdo per la definizione di z( ¢.

Similmente escludiamo f(zo) > 0. La dimostrazione ¢ analoga per f(a) > 0. O

Corollario 9.2 (Teorema dei valori Intermedi).
Data f : [a,b] — R continua abbiamo

f(la, b]) = [min f([a, b]), max f([a, b])]

Dimostrazione. Procediamo per doppia inclusione:

(©) Ovvio

(2) Sia ¢ € [min f([a, b]), max f([a, b])], allora per il teorema degli zeri Iz € [a,b] t.c. (f —c)(zg) =0 =
f(zg) =c = c€ f([a,b]). O

9.2 Insiemi Connessi

Definizione 9.3 (Spazio Connesso).

Dato uno spazio topologico E di topologia A, esso &

Sconnesso se A, B € A\{0} t.c. ANB=0e E=AUB

Connesso se non € Sconnesso

Connesso per Archi se Vx,y € E 3y : [a,b] — E continua t.c. y(a) = z,v(b) = y.

Osservazione 9.4.
Se E C R allora F connesso <= E connesso per archi <= F intervallo, semiretta o R.

Definizione 9.5 (Insieme convesso).
Dato E C R"™ esso ¢ convesso se Va,y € E vale

A+ (1-Ny|Ael0,1]} CE.

Osservazione 9.6.
Un insieme convesso € connesso per archi.

Teorema 9.7.

Dati F, F' spazi metrici e f : E — F continua abbiamo che
E connesso = f(E) connesso, e che

E connesso per archi = f(E) connesso per archi

Dimostrazione.

(%) Supponiamo che f(F) sia sconnesso, allora f(F) C AU B con A, B C F aperti disgiunti e f(E)N A # 0
e f(E) N B # (. Da questo ricaviamo che E = f~1(A) U f~1(B), che & unione di aperti disgiunti non vuoti,
quindi E & sconnesso #.
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(%) Siano y1,y2 € f(F)ex1,z2 € E t.c. y1 = f(z1) eya = f(x2). Dato che F & connesso per archi 3y : [0,1] - E
continua t.c. y(0) = z1,7(1) = z3. Definiamo allora § = f o+, la quale & continua essendo composizione di
funzioni continue. Allora 3 : [0,1] — f(E) & una funzione continua tale che 5(0) = y1 e B(1) = y2. Dato che
quanto detto vale Vyi,y2 € f(F) abbiamo che f(FE) ¢ connesso per archi. O

Osservazione 9.8.
3f : R — R che mandano connessi in connessi ma che non sono continue, per esempio

B sin% x#£0
O i

Teorema 9.9.
FE connesso per archi = FE connesso.

Dimostrazione. Supponiamo F sconnesso, allora E = AU B con A, B aperti disgiunti non nulli. Siano x €
A,y € B, quindi 3y : [0,1] — F continua t.c. ¥(0) =z e y(1) = y. Allora v([0,1]) C AUB = E, da cui ([0, 1])
¢ sconnesso, ma questo ¢ assurdo perche v essendo continua mappa connessi in connessi £. O

Proposizione 9.10.
Dato E C R™ aperto connesso allora FE € connesso per archi

Dimostrazione. Sia A = {y € E | 3y : [0,1] — E cont. v(0) = x,7v(1) = y} con z € E. Osserviamo che A e
E\ A sono aperti:
Sia y € A e consideriamo z € B.(y). Ponendo 7 il cammino che connette y a = definiamo la seguente mappa

~v(2t) set <
z24+2t(z—y) set>

N[ N

p:[0,1] = R" p(t):{

Chiaramente p € continua e connette x a z. Abbiamo quindi che A & aperto.

Se E\A non fosse aperto allora Jy € F\A t.c 3¢ > 0 t.c. B.(y) N A # 0, ma allora y sarebbe raggiungibile
da z e quindiy € A 4.

Dato che E = AU (E\A), E & connesso, AN E\A = 0 e A # () abbiamo che E\A = 0, ovvero E = A.
Essendo x arbitrario abbiamo che Vz,y € E e 3y : [0,1] — E continua t.c. ¥(0) = z e y(1) = y, ovvero E &
connesso per archi. O

Osservazione 9.11.
3C C R? chiusi e connessi ma non connessi per archi, per esempio

o= {(em(2)) resl (Yoo

9.3 Compatti e Continuita

Teorema 9.12.
f:+ E — F continua, se E ¢ compatto allora f(F) & compatto.

Dimostrazione. Siano (y,) € f(E)N e (z,) € EN t.c. f(x,) = y,. Dato che E & compatto 3z,, — = € E.
Siccome f & continua y,, = f(zn,) = f(x) € f(F), quindi f(E) & compatto. O

Corollario 9.13 (Teorema di Weierstrass).
Data f: E — R continua con F compatto abbiamo che f ammette massimo e minimo

Dimostrazione. f(E) C R compatto <= f(FE) chiuso e limitato, quindi

inf f(F) = min f(E) sup f(F) = max f(F)

Osservazione 9.14.
Non vale il viceversa, per esempio sgn z manda compatti in compatti ma non e continua.

Teorema 9.15.
Dati I intervallo e f : I — R continua abbiamo che f iniettiva <= f strettamente monotona.
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Dimostrazione.
(<= Se f & strettamente monotona, dato che z £y = x <y o x >y, abbiamo f(x) < f(y) o f(z) > f(y),

ovvero f(z) # f(y).

(= ) Ipotizziamo f iniettiva e per assurdo non strettamente monotona, allora Jz,y,z € I, con z < y < z t.c.
f(z) < f(y) e f(2) < f(y) oppure f(x) > f(y) e f(z) > f(y) (non abbiamo > o < perche in tal caso f non
sarebbe iniettiva).

Consideriamo il primo caso, l’altro & analogo. Siamo quindi in uno dei due casi f(z) < f(z) < f(y) o
f(z) < f(z) < f(y), consideriamo il primo, ancora senza perdita di generalita.

Per il teorema dei valori intermedi f([z,y]) D [f(z), f(y)] 2 f(z) = 32’ € (z,y) t.c. f(2)= f(#'), quindi
f non & iniettiva # O

Corollario 9.16.
Dato I intervallo, se f : I — R ¢ continua e invertibile allora f~! ¢ continua.

Dimostrazione. Dal teorema abbiamo f~1 : f(I) — I strettamente monotona. Dato che I & un intervallo e i
limiti direzionali per i sottoinsiemi di R esistono sempre e che f~! & monotona possiamo escludere discontinuita
di II specie, III specie ed Eliminabili rispettivamente, quindi le uniche discontinuita possibili sono a Salto, ma
in tal caso f~(f(I)) = I non sarebbe connesso # O

Corollario 9.17.
Sono continue le seguenti funzioni:

e arcsin(z) = (sin(az)|[_%,g])_l e arctan(z) = (tan(an)|(_%7%))_1

e arccos(z) = (cos(gc)|[01,r])_1 e log,(z) = (a*) "
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Capitolo 10

Serie

Definizione 10.1 (Serie).
Una serie ¢ una somma formale di elementi z,, di uno spazio vettoriale metrico V'

00 N
g T, = lim g T,
N—+oco
n=ngo n=ngo

N
Definiamo le quantita E T, somme parziali.

n=ng
Quando il primo indice della serie & chiaro o irrilevante indicheremo »7>° 'z, con Y zy.

Definizione 10.2 (Convergenza).
Una serie ¢ detta convergente se Z(:Lo:no x, € V. Nel caso particolare di V' = R, indicando le somme parziali
con Sy, distinguiamo i seguenti tre casi:

Sy xR Serie convergente
Sy — oo Serie divergente
Non esiste limite Serie non convergente.

Osservazione 10.3.

E T, converge in C <— Z a, e Z b, convergono in R

In tal caso riscontriamo inoltre che >z, = > a, + i) by.

10.1 Criterio di Cauchy e Necessario

Proposizione 10.4 (Criterio di Cauchy).
La serie € convergente se e solo se la successione delle somme parziali converge e una condizione necessaria per
cio e che questa sia di Cauchy, quindi

M

an

n=N+1

an converge = VYedn, t.c. VN,M > n. =[Sy —Sn|<e

Se lo spazio metrico ¢ completo (considereremo principalmente R e C) allora abbiamo una coimplicazione.

Proposizione 10.5 (Condizione Necessaria).
Yxp,=5S€R = z, >0

Dimostrazione. x,, =S, — Sp_1 —>85—-5=0 O]

Osservazione 10.6 (Serie Geometrica).
Sappiamo che

1 T =
N Nt
L= 1 >1
SN:Z:E”: 1 U7 , e che limz" = oo @ ,
o N+1 =z=1 n 0 lz] <1
}9 r< -1
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quindi abbiamo che

Zx": +oo z>1
n=0 39 < —1

Osservazione 10.7 (Serie Telescopiche).

Sappiamo che Enzo[mn_ﬂ — Ip] = Tpi1 — Tg, quindi le serie telescopiche convergono se e solo se x, — x € R,
e in tal caso

o0
Z[xn+1 —x,] =2 — x
n=0

10.2 Criteri per Termini Positivi

Definizione 10.8 (Serie a Termini Positivi).
>, & detta a termini positivi se Vn, x, > 0. La condizione & equivalente a Sy crescente.

Osservazione 10.9.
Da questa definizione e dalle proprieta delle successioni crescenti troviamo che »  z,, = sup Sy € [0, +00], quindi
le serie a termini positivi convergono o divergono a +oc0.

Proposizione 10.10 (Criterio del Confronto).
Se vale definitivamente 0 < z,, < y,, allora abbiamo:

an:—i—oo - Zyn:—i—oo
ZynGR = anGR

Dimostrazione. Siano Sy le somme parziali di Y 2, e Ty quelle di Y y,. Sono entrambe crescenti definitiva-
mente (per N > ng), quindi convergono o divergono a +o0, inoltre Sy — Sy, < T — Ty, da cui andando a
limite segue la disuguaglianza tra i limiti cercata. O

Proposizione 10.11 (Criterio di Condensazione).
Sia (,) una successione decrescente a termini positivi. Ponendo 2% > ng, abbiamo

ianR@ iZkzgk eR

n=ngo k‘:ko

. . . ok+1 . . .
Dimostrazione. Sia yx = D 5e 4y Tn, in tal caso 3 o xn = 2o + > yn dato che siamo passati ad una sottosuc-
cessione di una successione monotona. Per la monotonia si z,, inoltre abbiamo

2k+1

2ka:2k+1 S Yk = Z Tn S 2k$2k
2k 41

Ovvero £ (2" @gr+1) <y < 28291 Per confronto abbiamo che

ZQk.’EQk eR — Zyk GR,
e che 1
> yeR = 5 > 2 lap eR =Y 2wy, €R,
da cui la tesi. O

Osservazione 10.12 (Serie armonica generalizzata).

E — converge se e solo se a > 1.
n

Dimostrazione. Se @ < 0 non vale la condizione necessaria, quindi la serie diverge. Se « > 0 allora n™% &

decrescente, quindi per condensazione

S eR e Y e = T

che & una serie geometrica e quindi converge se e solo se 2!~ < 1, ovvero se e solo se a > 1. O
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Proposizione 10.13 (Criterio del Confronto Asintotico).
Date due successioni a termini positivi (a,,) e (b,) asintoticamente equivalenti abbiamo che

ZaneRc}aneR

Dimostrazione. Sappiamo che lima, /b, = 1, quindi Ve 3n. t.c. Vn > n. 1 —¢ < a,/b, < 1+ ¢, ovvero
(1—-¢)b, < an < (1+¢)by, da cui la tesi per confronto. O

Osservazione 10.14.
E sufficiente porre una delle seguenti condizioni equivalenti

e Jc,C > 0 t.c. a, > cb, e b, > Ca, definitivamente
e dc,C >0t.c. ¢ < ‘g—: < C definitivamente

e a, =0(b,) eb, =0(ay)

e 0 < liminf%: < limsup‘g—: < 400

Proposizione 10.15 (Criterio del Rapporto).
Sia a, una successione a termini positivi non nulli, abbiamo che

a oy
o se L << definitivamente, allora Y a, € R,
an
a
o se L > 1 definitivamente, allora > an = +oo.

Qn

Dimostrazione. Scrivendo n = ng-+k abbiamo a,,, . < r¥a,, moltiplicando per la disuguaglianza incrementando
I'indice al membro di sinistra. Troviamo quindi che

a
n—no _ no n
anp <7 anof(rn‘))r,

e siccome r < 1, > 7™ € R, da cui per confronto troviamo la tesi.

Se % > 1 la successione e definitivamente crescente o costante non nulla, quindi non rispetta la condizione
n

fondamentale. O

Osservazione 10.16.
Se Jlim aa—:l = r abbiamo che

e r<1l = Y a,€R,
o r>1 = > a,=+o0,
e r = 1 non fornisce alcuna informazione.

Proposizione 10.17 (Criterio della Radice).
Sia a, una successione a termini positivi non nulli, abbiamo che

e se {/a, <r <1 definitivamente, allora )_ a, € R,
e se {/a, > 1 definitivamente, allora > a,, = +0o0.

Dimostrazione. Se {/a, < r allora a, < r" e siccome r < 1, > r™ € R, da cui la tesi per confronto.
Se {/a, > 1 allora a,, > 1 e la successione non rispetta la condizione necessaria. O

Osservazione 10.18.
Se dlim /a,, = r abbiamo che

er<l = > a, €R,
e r>1 = > a,=+o0,
e 7 = 1 non fornisce alcuna informazione.

Definizione 10.19 (Produttoria).
Una produttoria € un prodotto formale di elementi positivi non nulli

) N

H a, = lim H Q-
N

n=0 n=0
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Proposizione 10.20.
Una produttoria della forma [[(1 + ay,) con a,, > 0 converge se e solo se Y a,, converge.

Dimostrazione.
(=) Osserviamo che

[T +an) =(1+a0)(1+ar)---(1+an) =

n=0
N N
—1+Zaz+zazaj ot [Tan 214D an,

1<J n=0 n=0

quindi per confronto H(l +a,) ER = Z an € R.
( <= ) Abbiamo che

N N
log<H 1+an> Zlog 1+ ay) SZan,
n=0

n=0
da cui
N N
H(l + ay) < exp (Z an> .
n=0 n=0
Se > a, € R allora exp (> a,) € R, e per confronto [[(1+ a,) € R. O

10.3 Serie a Termini Generali

Definizione 10.21 (Convergenza Assoluta).
Sia Y a, una serie a termini complessi, allora affermiamo che essa

o converge semplicemente se Y a, € C,
o converge assolutamente se Y |a,| € R.

Proposizione 10.22.
Se Y a, converge assolutamente allora converge semplicemente

Dimostrazione. Se > a, converge assolutamente per il criterio di Cauchy Ve > 0 IN. t.c. VN, M > N,
SM +1]an| <. Applicando la disuguaglianza triangolare abbiamo che

M M
Ve >0 3N, t.c. YM,N > N. Y oan| < ) lan|<e
n=N+1 n=N+1
quindi Zﬁi N1 @n converge per il criterio di Cauchy. O

Proposizione 10.23 (Criterio di Leibniz).
Sia (a,) una successione definitivamente a termini positivi decrescente infinitesima. Allora Zflo:no(—l)"an
converge semplicemente.

Dimostrazione. Supponiamo senza perdita di generalita ny pari. Dato che (a,) & decrescente —a;—1 + a; < 0,
quindi Sy, 4ok € decrescente e Sy, 4+2k+1 € crescente. Esse sono anche limitate, infatti Vk > 1 S, 42k > Sno+1 €
Sn0+2k'+1 < Sno-
Otteniamo quindi che entrambe queste successioni convergono, Spo+2r — £ € Snot+2k+1 — £, e che ang+26+1 =
[Sno+2k+1 — Snot2r| = [€ — £'|. Per ipotesi a,, — 0, quindi ay,42r+1 — 0, ovvero [ —¢'| =0 = {=1/".
Questo significa che YU intorno di [ 3N t.c. Y¥n > N Sy € U dato che vale per quelle di indice pari e
dispari, quindi la serie converge. O

Lemma 10.24 (Somma per Parti).
Date (a;), (b;) € CV, definendo B; = Y7} _, by, abbiamo che YN, M > ng

M
Z Z — @i+1)B; + ap+1Byv —anBy-a
=N

=N Termini di Bordo
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Dimostrazione. Osserviamo che b; = B; — B;_1, da cui

Zazb—ZazB Zaz z1—2:CL1B— Z a;+1B; =

i=N—-1

(a; — aiy1)Bi + app1By — anBn -1

'tlﬁs

i=N
O
Proposizione 10.25 (Criterio di Dirichlet).
Siano (a,), (b,) € CY, se
1. a, — 0
2. a, ha variazione limitata, ciog Y |an+1 — an| €R
3. ponendo By = Y0, by, 3C t.c. VN [By| < C
allora Y7 ny @nbn converge.
o] M
Dimostrazione. Per il criterio di Cauchy, Z apb, € R <= Ve > 0, AN, t.c. VN,M > N, Z anbn| < €.
n=ng n=N
Applicando la somma per parti
M
Z anby| = Z a; — ai11)Bi + an41By —anBy_1| <
n=N i=N

M
<> ai — aisa||Bil + lanr41|| Bl + lan || By—i| <
=N

M
<C (Z |ai — aita| + lana] + |CLN|> :

i=N

Dato che > |ant+1 — an] € R, la successione delle successioni parziali ¢ di Cauchy, quindi un dato ¢ > 0,
per N,M > N. abbiamo ZZJ-ZNW — a;11] < €/3C, e dato che a, — 0 anche ay < ¢/3C e ap < ¢/3C
definitivamente, quindi
M
> anba| <C
n=N

<C(35+30+30) =°

quindi la serie converge. O

Corollario 10.26.
Siano (a,) € RN e (b,) € CN, se

1. a, — 0
2. (ay) monotona
3. ponendo By = Y_n_, by, 3C t.c. VN [By| < C

allora Y.°7  a,b, converge.

n=mno

Dimostrazione. Se (ay) & monotona a,1 — a, ha lo stesso segno ¥n, quindi

Z |an+1 an‘ = (an+1 - an) = |aN+1 - a7m| — |a7’b0| eER
n=no n=no
quindi la serie converge per Dirichlet. O

Osservazione 10.27.
Il criterio di Dirchlet estende il criterio di Leibniz ponendo b, = (—1)", infatti Zfl\’:no(—l)” =-1,0,1a
seconda di NV e ng, in ogni caso e limitata.
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Lemma 10.28.
Data (a,) € CN, Y |ant1 — an| € R = (a,) di Cauchy = (a,,) convergente

Dimostrazione. Y |ap+1 — ap| & di Cauchy, quindi Ve > 0 IN, t.c. VN, M > N,

M-1 M-1
£2 ) ant1 —an| = | Y (ang1 — an)| = |an — an|
n=N n=N
quindi (a,) & di Cauchy, da cui la tesi. O

Proposizione 10.29 (Criterio di Abel).
Siano (ay), (bs) € CN, se

1. a, ha variazione limitata, cio¢ Y |ap41 — an| € R
2. > b, R
allora

o b
n—=ng Anbn converge.

Dimostrazione. In modo analogo alla dimostrazione del criterio di Dirichlet troviamo che

M M
> anbn| <Y lai — aia||Bi| + |an1 By — an By
n=N i=N

Per semplicita scriviamo B,, — B, da cui fissato § > 0 avremo definitivamente

M
E anbn
n=N

Essendo Y |ap+1 — ay| convergente, la successione delle somme parziali ¢ di cauchy, quindi fissato € > 0 vale

M
< (B+Y9) (Z lai — aip1] + lanry1 —aN|> :

i=N
. M o
definitivamente |arr41 —an| < >y |ai — aiv1] < €, quindi
M
E anbp
n=N

dunque Y777 anby, & di Cauchy. O

<(B+6)(e+e)—0

10.4 Serie di Potenze

Definizione 10.30 (Serie di Potenze).
Una serie della forma >~ a,,2" con z € C e (a,,) € CN & detta serie di potenze (complesse).

Studiamo la convergenza delle serie di potenze. Per la convergenza assoluta la serie si riduce alla forma
> lan||z|™. Applichiamo il criterio della Radice:

limsup V/|a,||z|* = |z|limsup V/|an],

quindi la serie converge assolutamente se |z| < 1/(limsup {/|a,|) (e dunque anche semplicemente). Se invece
|z| > 1/(limsup {/|an|) la serie diverge perche in tal caso (a,z") non ¢ infinitesima.

Definizione 10.31 (Raggio di Convergenza).
Nel contesto delle serie di potenze definiamo

_ 1

limsup,, §

an|
il raggio di convergenza della Serie.
Rimane ignoto il caso del bordo.

Proposizione 10.32.
Se |z| =R, z# R, a,R" — 0 e |a,R"| € R, allora la serie di potenze Y a, 2™ converge.
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Dimostrazione.

n=0

Quindi 9C t.c ’Zﬁ;o (%)n’ < C' e per ipotesi a, R"™ — 0 e ha variazione limitata, quindi la serie converge per

il criterio di Dirichlet. O

Osservazione 10.33.
Quanto detto & analogo nel caso di una serie di potenze “traslata”, ovvero della forma _ a,(z — z9)™. In tal
caso indichiamo zy come il centro della serie, dato che essa converge assolutamente per gli z t.c. |z — 2| < R.

Lemma 10.34.
Le somme parziali Sy(z) = ZnN:() an(z — 2o)
Bp/(z0) con R < R

n n

. o0 . . .
convergono uniformemente a » >~ ja,(z — 29)" in ogni cerchio

Dimostrazione.
N o) o0
f(z) — Z an(z — 20)"| = Z an(z — 20)"| < Z lan|lz — 20" <
n=0 n=N-+1 n=N+1
oo
< 3 Janl(®) =0
n=N-+1
Osserviamo che il termine Y > \ ., |a,|(R')™ ¢ indipendente da z, quindi la convergenza & uniforme. O

Proposizione 10.35.
La funzione f : Bgr(z9) — C definita da z — >~ jan(z — 20)" & ben definita e continua su Br(zo).

Dimostrazione. La funzione ¢ ben definita perché la serie € assolutamente convergente su ogni punto del dominio.
Sia w € Br(zp) e verifichiamo che f & continua in w.

Definendo Sy(z) = Z;V:O an(z — zo)™ osserviamo che Sy & sempre continua in quanto polinomio; dunque
dato w € Br(zp) abbiamo che Ve > 0, 36 > 0 t.c. Vz € Bs(w) vale |Sy(z) — Sn(w)].

Consideriamo ora 0 < § < R — |w — 2g[, in modo tale che Bs(w) C Bgr(2p). Osserviamo che per z € Bs(w)
abbiamo 2 € Bjy_z,+5(20), quindi per il lemma sopra abbiamo che Sy(z) converge uniformemente a f(z),
ovvero Ve > 0 abbiamo che Ing t.c. YN > ng, Vz € Bs(w), |f(2) — Sn(2)] < e.

Siamo pronti per stimare la distanza tra f(z) e f(w):

|f(2) = f(w)| =[Sn(2) = Sn(w) + f(2) = Sn(2) + Sn(w) = f(w)] <
<ISn(2) = Sn(w)| +[f(2) = Sn(2)] + [f(w) = Sn(w)]-

Per quanto detto abbiamo che Ve > 0, 341,02, n9 > 0 tali che:

Vz € Bs, (w) abbiamo |Sy(z) — Sx(w)| < g,

VN > ng, Vz € Bs,(w) abbiamo |f(z) — Sn(2)] < e e |f(w) — Sn(w)| < e.
Considerando allora N > ng e § = min(dy, d2) abbiamo che

Vz € Bs(w), |f(z) — f(w)| < 3e — 0,

da cui la tesi. O

10.5 Riordinamenti di Serie

Definizione 10.36 (Riordinamento).
La serie ) b, ¢ un Riordinamento della serie ) a, se 3f : N — N bigettiva t.c. b, = af(,).

Teorema 10.37.
Se Y a, converge assolutamente a S e Y b, & un suo riordinamento allora Y b, converge assolutamente a S
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Dimostrazione. Per semplicita scriviamo ) a,, = a. Per la definizione di riordinamento b, = ays,) con f
bigettiva. Osserviamo che VN € N, 3M > N t.c. {a1,a2, - ,an} C {b1,--- ,by} e fissando m > M abbiamo
che esiste R > m tale che {by, -+ b} C {a1,a9, - ,ar} (pit precisamente abbiamo M = max(f(Ny)) e
R = max(f~1(N,,))). Osserviamo che

m N m N
an = Zan+ (an_ Zan> )
n=0 n=0 n=0 n=0

da cui
m N m N
anfa < Zanfa + anfzan <
n=0 n=0 n=0 n=0
N R N oo
gZan—aJr Z lan| < ZanfaJr Z |-
n=0 n=N-+1 n=0 n=N-+1
Per N — oo abbiamo m — oo e
N o)
Zan—a+ Z lan| — 0,
n=0 n=N+1
m
quindi mlgnoo Z by, — Z an| =0, ovvero > an, = > by 0
n=0

Osservazione 10.38.
Definendo ST = Y max(a,,0) e S~ = — > min(ay,0) le serie dei termini positivi e negativi rispettivamente di
una data serie osserviamo che 3" |a,| € R <= S* € Reche Y a, =5 =5t - S5~.

Teorema 10.39 (Riemann-Dini).
Se 3" a, & una serie convergente ma non assolutamente (quindi ST = S~ = 400) abbiamo che VS € [—o0, +00]
33" b, riordinamento di > a, t.c. Y b, = S.

Dimostrazione. Senza ledere la generalita ipotizziamo che ogni termine di »_ a,, sia non nullo, una volta trovato
un riordinamento valido bastera reinserire 0 in modo opportuno.

Siano b, 'n—esimo termine positivo di (a,) e ¢, I'n—esimo negativo. Osserviamo che dato r > 0e N € N
dM > N t.c Zf‘i N bi > 7, in particolare definiamo B, (N) il piu piccolo tale numero. Questa affermazione &
simmetrica nel caso r < 0 con le somme di termini di (¢,,), definiamo C,.(N) 'analogo indice.

Affermiamo che, dato S € [—o0, +00], possiamo costruire un riordinamento Y d,, di >_ a,, tale che " d,, = S.

Consideriamo dapprima il caso S € R: avremo S > 0 o S < 0, senza perdita di generalita assumiamo il
primo caso. Poniamo Sy =S, 5o =0 e v =0 e Vk > 0 siano

Br+1 Brt1 Y41 Brt1+Vre41
Sk = 67 e Sk+1 = bl =+ C; = di,
i=P+1 i=Pr+1 1=, +1 i=Br+v+1

dove Bry1 = Bp, (Sk), Yet1 = CH, (S = S}) e

4 — bi—, se Br + e <1 < Bry1
' CifBrrr 5€ Brt1 + Yk <10 < Brs1 + Vet1

Osserviamo che Y d,, & un riordinamento di ) a,, dato che la mappa da (a,) a (d,,) & iniettiva per come abbiamo
gestito gli indici e surgettiva perche il k—esimo termine di (b,) e di (¢,) viene mappato in un elemento di (d,)
entro il k—esimo passo dell’algoritmo. Osserviamo inoltre che |Sy — S| < |¢y,| = 0, quindi Si — S, quindi
questo riordinamento tende effettivamente a S.

Per i casi S = £oo (supponiamo +oo senza ledere generalita), definiamo il riordinamento ponendo come
”obiettivo” k al posto di S, ovvero By = 0,7 = 0, i1 = Bg, (k), Yet1 = C+,(—1). Cosi facendo otteniamo che
Zﬁ’fg“ d,, & una sottosuccesione delle somme parziali di 3 d,, divergente a +0o, dunque Y d,, stessa diverge a
+o00. O
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10.6 Prodotti di Serie

Date due serie convergenti cerchiamo di esprimere il loro prodotto come una serie convergente:

(Zm)- Dbl = [ad b

€N JjEN €N JEN

Vorremmo scrivere

Z aibj

(i,7)eNxXN

ma questa scrittura & ambigua in quanto non fornisce un ordine per gli addendi

Definizione 10.40 (Prodotto di Cauchy).
Date due serie ) a; e ) b; definiamo il loro prodotto di cauchy come

Dol 2wt

neN \i+j=n
imitando il prodotto tra polinomi.

Teorema 10.41.
Se Y a; =S, e >, b; =Sy convergono assolutamente allora il loro prodotto di Cauchy converge assolutamente
a Sa . Sb.

Dimostrazione. Dato che convergono assolutamente > |a;| =T, € R e > |b;| = T}, € R, osserviamo che

ZN: Slaibil < D aby| = (él%) (ﬁ:m) <T,T, € R,

n=01i+j=n (i,7)ENN XNy =0

quindi il prodotto di Cauchy converge assolutamente, quindi ogni suo riordinamento converge assolutamente
allo stesso valore. Concludiamo quindi osservando che

Z Z aibj = Z aiij = SaSb.

neNi+j=n ieN jEeN
O

Teorema 10.42 (Mertens).
Se > a =S, converge assolutamente e Y b; = S, converge allora il loro prodotto di Cauchy converge a S, - Sy

Osservazione 10.43.

Puo essere dimostrato che date due serie di potenze _ a,z™ con raggio di convergenza R, > 0 e > b,z" con
raggio di convergenza Ry, > 0 allora la serie prodotto ) c¢,2™ con ¢, = a;b; ha raggio di convergenza
R. > min(R,, Ry).

it+j=n
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Capitolo 11

Calcolo Differenziale

Data una funzione f : E — R con £ C R e 2y € E punto di accumulazione, cerchiamo la migliore approssi-
mazione lineare di f vicino a xgy. Graficamente questo corrisponde a cercare la retta tangente al grafico di f
passante per (z, f(z)). Riformulando cerchiamo y = ax + b t.c.

f(x) = (a(x — x9) + b) = o(x — xp).

Ponendo & = x¢ otteniamo b = f(xg), quindi abbiamo f(z) — f(zo) — a(x — x9) = o(x — x¢). Dividendo per
T — xo abbiamo

S H@ ) )~ fe)
T — X T—To T—xo T — X
Definizione 11.1 (Derivata).
Sia,
Foo) = o) iy LE=I0)

la derivata di f in xq. Se il limite esiste f & derivabile in xg.
Abbiamo quindi ottenuto che la retta cercata ¢ y = f/(xo)(x — zo) + f(x0)-

Osservazione 11.2.
Una funzione f derivabile in x( € continua in zq

Dimostrazione.

f(@) = f(xo) = f'(wo)(x — w0) + o(x — 9) = lim [f(x) — f(z0)] =0

T—XT0
O

Non vale pero l'implicazione opposta, infatti le funzioni che cambiano bruscamente angolazione come |x| o
alcune funzioni definite per tratti non risultano derivabili.

Definizione 11.3 (Derivate Direzionali).
Definiamo la derivata destra of

x z—)w;r T —Xo
e la derivata sinistra analogamente.

Osservazione 11.4.
f derivabile in xy < 3%(1‘0) e %(mo) = di—f,(xo)
11.1 Proprieta Algebriche della Derivata

Definizione 11.5 (Funzioni Pari e Dispari).
Data f:R — R essa & pari se f(x) = f(—z) ed & dispari se f(x) = —f(—x).

Proposizione 11.6.
f Pari = f’ Dispari, e f Dispari = f’ Pari
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Dimostrazione. Supponiamo f pari

. f(=x+h)— f(—=x) f(x —h)— f(x)
el _ _ _ F/
(=) %,1*)0 h }lllao —h ()
Per f dispari il procedimento & analogo. O

Osservazione 11.7.
Dato ¢ € R, per la linearita del limite abbiamo (cf)'(z) = cf'(x).

Osservazione 11.8.
(f +g) = f + ¢ per Padditivita del limite.
Proposizione 11.9.

(fg) =fag+fg

Dimostrazione.

h—0 h
_ flet+h)gl@+h) = flx)gle+h)  fle)glz+h) = f@)g@)| _
h—0 h h
gt i TN I g ) —ol)
=g(x)f'(z) + f () (x)
O
Proposizione 11.10.
f derivabile in x e f(z) #0 = % derivabile in z e (1/f) = —f'(z)/f(x)?
Dimostrazione.
(1)’ i (g - ) - ) s
f) o \fx+h)  flz)) h=0  hf(z+h)f(z) f(@)?
O

Osservazione 11.11.
Combinando le proposizioni precedenti troviamo che (se g(x) # 0)

/ 1\’ , 1\’ r g
<f) _ <f> :f+f<> :M
g g g g g
Proposizione 11.12 (Chain Rule).

Date f, g con g derivabile in zq e f derivabile in g(xq) allora fog ¢ derivabile in zg e (fog)'(xzo) = f'(g(x0)) g’ (x0)
Dimostrazione. Grazie alla definizione di derivata, approssimiamo f in g(z):
flg(x +h)) =f(g(x)) + ' (9(2))(g(z + h) — g(x)) + o(g(z + h) — g(x)) =
=f(9(@)) + f'(9(2))(g9(z + k) — g(2))(1 + o(1)),

da cui

h—0 h
o Fle) 1+ o) (gl + 1)~ g(a))
h—0 h
B —
7ot (1 i PEEEZIE) g (o)
O
Corollario 11.13.
Data f invertibile e derivabile in un intorno di zo con f’(zo) # 0 allora f ! & derivabile in f(z0) e (f~1)'(f(z0)) =
1/f'(xo)
Dimostrazione. f~'(f(z)) = x, derivando ambi i membri
(S (@) S (@) =1
Valutiamo in xg:
F o) (f7) (f(z0))) = 1,
da cui la tesi dividendo per f/(xo). O
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11.2 Derivate di Funzioni Elementari

Osservazione 11.14.
Osserviamo che Va,b € R (az +b)’ = a, infatti
ar+ah+b—axr—>b

r_ 7 I _
o+ = o SR — e

Osservazione 11.15 (Power Rule).
vn € N\{0}, (z")" =na"~?

Dimostrazione. ) 1y, "
(x”)/:11m7($+ i — fim tolh)— =

nx
h—0 h h—0 h

Corollario 11.16.

O

Dato p € R[] della forma p(x) = Zi\;o a;x’ con ay # 0, otteniamo p(x)" = Zf\;l ia;z*~1, che un polinomio di

grado N — 1.
Proposizione 11.17.
sin(x)’ = cos(z) e cos(x)" = — sin(z)
Dimostrazione.
lim sin(z + h) — sin(z) — lim sin(z) cos(h) + sin(h) cos(x) — sin(z) _
h—0 h h—0 h
. 1
. . cos(h) -1 . sin
=S 1 _— S 1 =
sin(x) (hli% ) + cos(x) lig — -
0
R e L s 0
= cos(z) + sin(x) <lim + ) = cos(x)
h—0 h

L’altra uguaglianza si dimostra in modo analogo.

Corollario 11.18.
tan(z) = 1 + tan(x)? = 1/ cos(x)?

Dimostrazione.

tan(z

Vo (sm(x))’ _sin(z)’ cos(x) — sin(z) cos(x)’

cos(z) cos(x)?
sin(z)? + cos(z)? 9
cos(z)? an(z)” +
Proposizione 11.19.
() = e
Dimostrazione. o N
x R _ 1
Y = lim C —emlim S =
(e”) s h ST c
Proposizione 11.20.
Per z # 0, log(|z]) = 1/x
Dimostrazione. log(| h) — log(|z]) ) L
. og(|r + — log(|x . T+
1 =1 = lim —1
og(|]) e h hlg%)h og< T D
dato che x # 0 e x + h — 0, essi hanno lo stesso segno per h < |z|, quindi
h 1

8

1 h 1(.. log(l+2
log(|z|)" = }1’13%) 7 log (1 + x) = lim E =
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Corollario 11.21.
Applicando la Chain Rule, troviamo che data f derivabile

(eF@)) = eI @) f/(2) e se f > 0 allora log(f(z)) = f'(x)/f(z).

Unendo questi risultati troviamo che

(fg)/ _ (eglog(f))/ _ eglog(f)(g IOg(f))’ =f9 (g/ log(f) —i—g‘?)

Corollario 11.22 (Power Rule generale).
Dato a € R e limitandoci ai valori x > 0 abbiamo che

1
(%) =z (O -log(z) + ozx> =ar®!
Corollario 11.23.
Dato a > 0, (a*)" = a®(zloga)’ = log(a)a®

Osservazione 11.24.
Per x > 0 abbiamo che (%) = 2% (zlog(x))’ = z*(log(z) + 1)

Osservazione 11.25.
Le derivate delle inverse trigonometriche sono:

arcsin(y)’ y=sin(z) 1 1 Pteos@?=1t 1
sin(z)’  cos(x) 2
arccos(y)’ y=cos(z) 1 1 yfsin@’=1 -1
cos(x)’ sin(x) V-2
—tan(zx 1 1 1
arctan(y)’ * tan(=)

tan(x)’ "1 + tan(z)? R

11.3 Teoremi principali sulle Derivate

Definizione 11.26 (Massimi e Minimi Assoluti).
Dati ACRe f: A— R, affermiamo che z¢ € un punto di massimo assoluto (o globale) di f su A se Vo € A
f(xo) > f(x). Analogamente definiamo un punto di minimo assoluto.

Definizione 11.27 (Massimi e Minimi Relativi).
Dati ACRe f: A— R, affermiamo che xg & un punto di massimo relativo (o locale) di f su A se 36 > 0 t.c.
Vo € AN Bs(xo) f(xo) > f(z). Analogamente definiamo un punto di minimo relativo.

Osservazione 11.28.
Ogni massimo assoluto ¢ un massimo relativo ma non viceversa.

Teorema 11.29 (Criterio di Fermat).
Dati f: A — R e x¢ € int (A) punto di massimo relativo per f su A t.c. f derivabile in z, allora f’(zg) = 0.

Dimostrazione. Dato che zy € int (A) abbiamo che 3§ > 0 t.c. Bs(zo) € A. Essendo xp massimo relativo
36 > e >0 t.c. Vo € B(xg), f(zo) > f(x). Osserviamo che

r(z)_M{<0 se x> xg

T — Zo >0 sezx<uxg
Per la permanenza del segno 0 > lim, r(z) = f'(zo) = lim r(z) <0, quindi f'(zo) = 0. O
T—T| T—T

Osservazione 11.30.
Non vale il viceversa, per esempio (z3)’(0) = 0 ma 0 non & un punto di massimo relativo per z3.

Osservazione 11.31.
Per il teorema di Weierstrass sappiamo che f : [a,b] — R ammette un Massimo (che indicheremo ).
Allora si presentano tre casi:

1. o € {a,b}

2. 2o € (a,b) ma f non derivabile in
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3. zp € (a,b) e f derivabile in g, in questo caso sappiamo che f’(xo) = 0.

Quindi per cercare i punti di Massimo basta controllare gli estremi, i punti non derivabili e i punti stazionari
(cioe a derivata nulla). Lo stesso vale per i Minimi.

Teorema 11.32 (Rolle).
Data f : [a,b] — R continua su [a, b], derivabile su (a,b) e t.c. f(a) = f(b) = ¢, allora 3¢ € (a,bd) t.c. f/(§)=0.

Dimostrazione. Dato che f € continua f ammette Massimo e Minimo per Weierstrass, osserviamo inoltre che
max(f) > ¢ > min(f). Abbiamo due possibilita:

(max(f) = min(f)) In questo caso Vx € [a,b], £ > f(x) > £, ovvero f & costante e la sua derivata in ogni punto
di (a,b) e nulla.

(max(f) # min(f)) Abbiamo che max(f) # £ o min(f) # £ (supponiamo senza perdita di generalitd max(f) #
0), allora 3¢ € [a,b]\{a,b} = (a,b) t.c. f(§) = max(f), quindi £ & un punto di massimo assoluto (e dunque
relativo) interno a [a, b], dunque per il criterio di Fermat f'(£) = 0. O

Teorema 11.33 (Darboux).
Data f : [a,b] — R continua e derivabile su [a, b] abbiamo che VX € [f'(a), f/(b)], 3¢ € (a,b) t.c. f'(§) = A.

Dimostrazione. Mostriamo che se f'(a)f’(b) <0, 3¢ € (a,b) t.c. f'(§) =0:
Senza perdita di generalita supponiamo f'(a) < 0 e f'(b) > 0. Per Weierstrass f ammette Minimo in £. £ # b
perche f/(b) > 0 e per la permanenza del segno in un intorno sinistro di b abbiamo che f(z) — f(b) < 0.
Analogamente £ # a. Quindi € € [a,b]\{a,b} = (a,b) e per il criterio di Fermat f'(¢) = 0.

Sia ora g(z) = f(z) — Az, da cui ¢’(z) = f'(xz) — X\. Dato che A € [f(a), f(b)] abbiamo che ¢'(a)g’(b) < 0,
da cui per quanto detto 3¢ € (a,b) t.c. ¢’'(§) =0, ovvero f/'(§) = \. O

Teorema 11.34 (Lagrange).

Data f : [a,b] — R continua su [a, b] e derivabile su (a,b) allora 3¢ € (a,b) t.c. f'(§) = W =c
Dimostrazione. Definiamo la funzione ausiliaria h(z) = f(x) — ¢(x — a). Osserviamo che h & derivabile in (a, b),
e infatti b/ (x) = f'(z) — ¢. Osserviamo che h(a) = f(a) — c(a —a) = f(a) e che h(b) = f(b) — W(b —a) =
F(b) = f(b)+ f(a) = f(a), quindi h(a) = h(b). Notiamo inoltre che h & continua su [a, b]. Abbiamo verificato le
ipotesi del teorema di Rolle, dunque 3¢ € (a,b) t.c. 0=h'(§) = f'(§) —c = f'(§) =c. O

Corollario 11.35.
Dati I C R intervallo e f : I — R continua su I e derivabile su int (I) osserviamo che

1. se f'(z) <0Vz €int (I) = f debolmente decrescente su I.
2. se f'(x) > 0Vx €int (I) = [ debolmente crescente su I.
3. se f'(x) =0Vz €int (I) = f costante su I.

Dimostrazione. ,

(1.) Osserviamo che Va,b € I t.c. a <b, [a,b] C I, applicando Lagrange, 3¢ € (a,b) t.c. W = f'(§) <0,
da cui f(b) < f(a).

Procedendo analogamente con le rispettive ipotesi otteniamo f(b) > f(a) per il punto (2.) e f(b) = f(a) per il
punto (3.). O

Corollario 11.36.
Data f € C*(I) essa ¢ localmente Lipschitziana.

Dimostrazione. Prendiamo a € I e un dato § > 0. V1,22 € (a — d,a + 0) abbiamo per il teorema di Lagrange

[[T.34 che
[ = 1o _ g

f(@1) = f(z2) = f(§)(z1 — 22)
per qualche £ € (a — §,a + §). Ma allora ponendo

L= max |f
max [7/6)
abbiamo che f & Lipschitziana su (a — d,a + d), quindi f & localmente Lipschitziana su I. O

Teorema 11.37 (Cauchy).
Date f,g : [a,b] — R continue su [a,b] e derivabili su (a,b) allora 3¢ € (a,b) t.c. (f(b) — f(a))g' (&) =
(9(b) = g(a)) f'(£)-
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Dimostrazione. Definiamo h(z) = (f(b) — f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(z). Osserviamo che h & continua su [a, b]
e derivabile su (a,b) con derivata h'(x) = (f(b) — f(a))g'(z) — (9(b) — g(a))f'(x). Valutando agli estremi:

h(a) =(f(b) — tkaf)g(a) — (9(b) — gka)) f(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b),

h(b) =(£6b] — f(a))g(b) — (9b] — g(a))

Possiamo quindi applicare il teorema di Rolle, dunque 3¢ t.c. A'(§) =0 = (f(b) — f(a))g'(§) — (g(b) —
g(a))f'(§) =0, da cui la tesi. O

=

Corollario 11.38.
Con le stesse ipotesi, se ¢'(z) # 0 su (a,b) allora

Osservazione 11.39.
11 teorema di Cauchy estende quello di Lagrange, ricavabile ponendo g(z) = z.

11.4 Derivate Successive

Possiamo definire derivate successive ricorsivamente come segue

dnf d (d”—1f> = f(n)

dz®  dr \ dzn—1

Proposizione 11.40.
Sia f: A = R, A aperto, xg € A, f' derivabile in un intorno di x¢ (equivalentemente 3" (xg)). Allora

1. f'(xzo) =0e f"(x9) >0 = =z minimo locale stretto,
2. f'(xg) =0e f’(x9) <0 = =xp massimo locale stretto,
3. xp minimo locale = f'(z9) =0e f"(x¢) > 0,
4. xo massimo locale = f'(xg) =0e f"(x9) <O0.
Osserviamo che f/(xg) = f”(x9) = 0 non garantisce massimi o minimi:

Dimostrazione.
1) f'(xo) =0e f"(x0) >0

@)= Pao) L P

" (xo) = lim 0
T—xQ €T — LEO rT—xT0 T — i)
f’(m) . . . . .
Per la permanenza del segno b 0 in un intorno di xg, quindi

f'(x) >0 perx € (xg, 0 +¢&) = strettamente crescente
f'(x) <0 perazé€ (xg—e,59) = strettamente decrescente

Quindi x¢ € un minimo locale stretto.

2) Analogo

3) Da z minimo locale e zy € A aperto abbiamo Je t.c. Vo € (g —e, 20 +¢€) f(z) > f(zo) e f'(x0) =0.
Per il teorema di Lagrange Vo € (zg,x0 +€) I € (x0,x) t.c. f(&) = f@)=f@0) > (. Da cui

x—T0
f'(&a) = f'(wo) . (&)
1 _ 1 — 1
f (:I:O) ‘EQZILI;U §x — To "Dl}rgo §x — To
Dato che f/(£;) > 0 e che &, — xo > 0, abbiamo che f”(z¢) > 0 O

Osservazione 11.41.
Dimostreremo che se f : A — R, A intorno di x, f derivabile n—volte in zo, n € N\{0,1}, Vk < n, f*)(z5) =0
e (") (x0) # 0, allora:

e sen & parie f(™(z9) >0 = 2z & minimo locale stretto,
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e sen &parie f(M(xg) <0 = z( & massimo locale stretto,
e se n & dispari e f(M(x9) >0 = f strettamente crescente,
e sen & dispari e f("(z9) <0 = f strettamente decrescente.

Definizione 11.42.
Dato A C R aperto, sia

C™(A) = {f : A — R derivabili n—volte con f™ continua}

Osservazione 11.43.
C™(A) & uno spazio vettoriale e possiamo definire la norma

- (k)
IFler = S mse 1)

11.4.1 Funzioni Convesse e Concave

Definizione 11.44 (Funzioni Convesse e Concave).
f: I — R con I intervallo ¢ convessa se Vr < y < z abbiamo

f € concava se —f € convessa.

Osservazione 11.45.
La disuguaglianza & equivalente a Vo < z, A € [0, 1]

y=Ar+(1-XNz  fly) <A(@)+(1=-Nf(2)
Chiamiamo Az + (1 — )z una combinazione convessa di z e z.

Osservazione 11.46.
Se f & derivabile abbiamo che f & convessa se e solo se, dati x < y abbiamo

- Yy—x B Yy—x

Proposizione 11.47.
Data f : I — R derivabile abbiamo f convessa <= f’ crescente.

Dimostrazione.
(=) Dati z < y < z e osservando il triangolo (z, f(x)), (v, f(y)), (z, f(#)) abbiamo

) = 1) _ f) = @) _ F) = f)

Yy—x - zZ—T - z—1Y

Portando al limite y — x il termine di sinistra e y — z il termine di destra abbiamo

fy) = f=) _ f(2) = [W)

o I <o)

fl(z) <

( <) Supponiamo per assurdo f non convessa, cioé Iz < y < z t.c.

IOENC)

zZ—x

fly) > f(x) (y — =)

Osservando il triangolo (z, f(z)), (v, f(y)), (2, f(2)) come prima troviamo

f0) = 1) _ 1)~ 1) F:)— )
y—x z2—x z—y

Per il teorema di Lagrange (11.34) 3o € (z,y) e 8 € (y, 2) t.c.
f(z) = f(y)

flle) = == —
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da cui combinando con quanto detto prima abbiamo f’(a) > f'(8), ma questo & assurdo per la monotonia di
Ji2

( < [alternatival]) Sia I un intorno di ¢ e fissiamo z € I tale che x > xy. Nell’intervallo [xg, z] la funzione &
derivabile, dunque, per il teorema di Lagrange (11.34)), 3¢ € (xo,x) t.c. f'(¢)(x —x0) = f(x) — f(x0). Ora, f' &
crescente e ¢ > xy dunque vale la disuguaglianza:

(& = 20)f'(c) > (& — w0) ' (wo)-

Sostituendo nell’espressione appena ricavata la prima equazione si ottiene che:

f(@) = f(zo) > f'(z0)(x — 20),

ovvero si ha che la funzione & convessa. Analogamente se si considerasse x < xg si arriverebbe ad ottenere
(z — 20)f'(c) > (& — x0) f'(x0), poiche, per la crescenza di [, f'(c) < f'(x¢) e moltiplicando ambo i membri
per (z — xg) (che stavolta sara una quantitad negativa) abbiamo la relazione precedente. Cosi risultano coperti
tutti i casi e dunque la funzione & convessa Vx € 1. O

Corollario 11.48.
f : I — R derivabile 2—volte, f convessa <= f"(zx) >0Vx €I

Corollario 11.49.
f: T — R convessa e derivabile 2—volte in xg = f"(z9) >0

Osservazione 11.50.
11 segno di f” definisce degli intervalli di convessita e concavita

Definizione 11.51 (Punto di flesso).
Sia f:(xo —€,20 +€) = R, f derivabile in ¢ e f convessa in (xg — €) ma concava in (zg,zg + €) o viceversa,
zo & un punto di flesso di f.

Definizione 11.52 (Punto di flesso a tangente verticale).

Dato xy punto di flesso di f, se lim M
T—TQ Xr — IO

= to00, allora x¢ € un punto di flesso a tangente verticale.
Proposizione 11.53.
Sia f: I — R con I intervallo aperto e f convessa, allora valgono

1. f continua su I

2. Vo eI, 3% (2) < L ()

3. v <y, g (2) < 7 (y)

4. disc (d‘i—f_) = disc ( %) numerabile e f derivabile Vz ¢ disc (%)

Dimostrazione. 1) Supponiamo il punto (2). Dato che Hcgc—f,(xo) abbiamo che

o F@) = fwo) _ df

T—T) T — Zo dx~

(o)
quindi in un intorno sinistro di zq

£(2) ~ £(20) = L wo)a — 0) + ol — o)

quindi per x — xo, f(z) — f(xo) — 0 ovvero hma:—m:g f(z) = f(xo). Un argomento analogo vale per gli intorni
destri di xg, da cui la tesi.
2) Siano x < y < z

fy) = f(=) _ f(z) = fy)
y—r T z—y
Il membro di sinistra € monotono crescente in x e il termine di destra in z, dunque portando a limite
daf df

=W < 7= )

3) Dalla convessita
fly) = f(=) _ f(z) = fy)
y—x N z2—Y
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Il membro di sinistra ¢ monotono decrescente per y — x e quello di destra e crescente per y — z, da cui

df df
dmﬁ(x) < daT—(Z)'

Unendo questo risultato al punto (2) troviamo la tesi.
4) Dalla monotonia del rapporto incrementale e dalla proposizione (8.7)) abbiamo disc (%) numerabile. Vy ¢

disc (%) osserviamo che, posti ¢ < y < z, per il punto (3):

daf df daf df
dxi(x) < dz,i(y) < dxi(y) < d?r(z)-
Per x — y e z — y, per il teorema dei carabinieri d’i—f,(y) = d‘i—ﬁ(y), da cui f derivabile in y. O

Osservazione 11.54.
Le discontinuita delle derivate corrispondono ai punti angolosi.

11.5 Teorema di L’Hopital

Le derivate ci forniscono un metodo per provare a svolgere limiti della forma % e =.

Teorema 11.55 (Hopital, caso J).
Sia zp € R, I intorno di z¢. Date f, g continue su I, f(zg) = g(xo) = 0, f, g derivabili su I\{zo}, ¢'(z) # 0 Vx €
IN\{zp}. Allora
!/

lim (@) ={( = lim M:g

v=a0 ¢'(x) v=a0 g(x)
Dimostrazione. Osserviamo che g(x) # 0 Vo € I\{xo}, perché altrimenti per il teorema di Rolle (11.32)) la
derivata si annullerebbe tra xy e questo punto.

f(x) o f(z) — f(wo)

g(x)  g(z) — g(xo)

Per il teorema di Cauchy 1} 3¢, € (zo,x) t.c. gggiﬁfg)) = J;:Egﬁ Osserviamo inoltre che per x — =z,
&x — x0, quindi
/ I
T—x0 g(qj) T—=z0 g (§$> Ex—x0 g (§$)

Osservazione 11.56. )
Non vale I'implicazione opposta, infatti lim 5 potrebbe non esistere.
Teorema 11.57 (Hopital, caso 3 e limite all’infinito).
fyg continue su (a,4+00), lim, 400 f(2) = limz— o0 g(z) = 0, f,g derivabili su (a,+00), ¢'(x) # 0 Vz €
(a,+00). Allora
f(z)

’
im L) o L8
T—r+00 g’(aj) z—>400 g(x)

~
S~—"

Dimostrazione. Siano f(t) = f(t~1), g(t) = g(t~1). f,g sono continue su (0,a~!) e

lim f(#) = lim g(t) = 0

Fo=ren (-5). do=ge(-5)

T () W L CO N

= m = 1m
t—0+ g'(t)  t—ot ¢g'(t71)  z—too g'(x)

Troviamo inoltre

Allora

Per il caso precedente del teorema di I’'Hopital

/= lim 7—]5): lim —<%
t—0+ g(t) ==+ g(x
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Teorema 11.58 (Hopital, caso <2).
Sia I intorno di zg, date f, g continue su I'\{zg}, tali che lim,_,,, f(x) = £ infty e lim,_,,, g(z) = oo, f, g
derivabili su I\{zo}, ¢'(z) # 0 Vz € I\{zo}. Allora

f(x)

lim =¢ = lim —=~ =1/
0 g’(x) T—x0 g(a:)
T
Dimostrazione. Dimostriamo in modo indipendente che lim M = (. Mostriamo la tesi per x — a?ar, Paltro

+
T g()
caso ¢ del tutto analogo. Un intorno destro generico di xg € della forma (g, 2o+ d) con 6 > 0. Osserviamo che

f(x) _ flx) = fzo +0) f(z) g9(x) = g(xo +9)

9(z)  g(z) —g(zo +9) f(z) — flao+9) 9(x)
_ g(mo+9)

9(x) = glzo +6) 1 — Lotd)  g(z) — g(wo + )

()

Per il teorema di Cauchy (11.37) 3¢, € (x, 20 + ) t.c.

F@) _ f@) = fao+d) o (&)

g(x)  g(z) —g(xo +9) g (&)
fl@) _ o @)

Per z — xar abbiamo &, — aca', dacui lim —= = /
et 9(T)  esat 9'()

(1+0(1))

= (. Per quanto detto questo mostra la tesi. [J

11.6 Polinomi di Taylor

Data una funzione f(z), ¢ € dom(f) e n € N vorremmo trovare il polinomio P(z) di grado n che approssima
meglio f vicino a zg.

Possiamo ottenere una definizione formale di questa richiesta generalizzando le approssimazioni ovvie per
n =0en = 1. Per n = 0 Papprossimazione piu logica ¢ Py(z) = f(z¢), mentre per n = 1 abbiamo definito la
migliore approssimazione lineare tramite la derivata Py (z) = f(zo) + f'(x0)(x — z¢).

Definiamo quindi la migliore approssimazione di grado n come un polinomio P, () t.c.

f(x) = Pu(z) + o((z — 20)")

Osservazione 11.59.
Non esiste sempre, per esempio f potrebbe non essere continua o differenziabile.

Osservazione 11.60.

Se esiste un polinomio che rispetta la condizione esso e unico. Siano per assurdo P e @ polinomi tali che
P—Q =o((x —x9)™). Se P # Q esisterebbe un termine di grado inferiore a n non nullo in P — @, dunque non
avremmo P — Q = o((xz — x)") 4.

Definizione 11.61.
Data f: I — R, I aperto, f differenziabile n—volte in g € I, chiamiamo

2L ) ()
To(f,20)(z) = (@ w0)"
k=0
il polinomio di Taylor di grado n di f in zy. Se chiari omettiamo f e xy.

Osservazione 11.62.
Vk < n T (20) = 3 (x0).

Teorema 11.63 (Peano).
Sia f differenziabile n—volte in xg

f(@) = Tou(f, o) (@) + ollz — wo|")
——

”resto di Peano”
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z)—T,(z
Dimostrazione. La tesi € equivalente a lim M = 0. Applichiamo ripetutamente il teorema di

T—rxTo xr — :Co)n

L’Hopital [TT.5}
_ ’ _ (n—1) _ pn=1)
o P S Ta@) L f @) = Th@) neee OO T @)
z—=zo (T — x)" a—wzo n(r — o)1 z—o nl(xz — xo)
Lo f0 (@) — f0 (o) (@ — wo) — f" 7V (o)
= — lim =
n! x>z x — X0
1 . (77,—1) xr) — (n_l) xX (TL) €T 1
= Ly 20 T L0 ) 00 () = 0
n! z—=zo T — xo n! n!

O

Corollario 11.64.
Siano f : A — R, A intorno di z¢, f derivabile n—volte in 29, n € N, Vk < n f*)(29) = 0 e £ (20) # 0, allora:

e Sen & parie f(")(zy) >0 = =z & minimo locale stretto

e Sen ¢ parie f(M(x5) <0 = x( & massimo locale stretto

e se n & dispari e f(M(x9) >0 = f strettamente crescente

e sen & dispari e f(™ (z9) < 0 = f strettamente decrescente

Dimostrazione. Dalle condizioni sulle derivate troviamo

(@) = Tula) + of @ = 20)") = T (5 )" + (& = a0)")
Derivando abbiamo
) = L2 gy o - o)
Osserviamo che 3¢ > 0 t.c.
jo((@ — 20)" )] < ;J(C:)_(:;())?(m —a0)" Y| Vo€ (w0 — a0 +e)

Quindi esiste un intorno di xo dove il segno di f’ conincide con quello di £ (z — zo)" 1.

Se n ¢ dispari sgn (f'(2)) = sgn £, e quindi f & strettamente monotona in quell’intorno come specificato
nella tesi.

Se n & pari sgn (f'(x) = sgn f(™ (x—x0)) ovvero la derivata cambia segno in z( e quindi abbiamo un massimo
0 un minimo in zy come indicato dalla tesi. O

Osservazione 11.65.
I polinomi di Taylor sono lineari T,,(af + bg, z¢) = aT,,(f, xo) + bT (g, zo) e abbiamo T, (f', xo) = Tnt1(f, zo)'

11.6.1 Espansioni di Taylor elementari

e ¢” in 0. Abbiamo f¥)(z) =e* = f*)(0) = 1.

e L in 0. Abbiamo f¥(z) = £ — f®)(0) = k!

1—x (1-=)

l1—x°



° 14-% in 0. Sostituendo —z? nella serie per ﬁ abbiamo
Toni1(2) = Ton(x) =y (—1)*a*

e log(l+x) in 0. Abbiamo f'(x) = H%’ quindi abbiamo T}, 41 (f,0)(z) = Tn(f',0)(z) = > p_o(—1)*zF, da

cui )
n— k41
To(x) =S (=1)kE
W)= S
k=0
e arctan(z) in 0. Abbiamo f'(z) = Tlac?’ da cui
n 2k+1
— — kT
Ton(2) = Tons1 = »_(=1) 1
k=0
e sin(z) in 0. Abbiamo sin(z)’ = cos(z), cos(z)’ = —sin(x), —sin(z)’ = —cos(x) e —cos(z)’ = sin(z).
Quindi f*D(0) = (1) e fZR(0) =0
n 22k
Ton =Ty, =) (- ————
on+2(2) = Tonta(z) kZ:O( ) k1)
analogamente, i polinomi di Taylor per cos(x) sono
n L 22
Ton41(z) = Ton(z) = ) _(~1) k!

e (1+ )% in 0 (Binomio di Newton generalizzato):

R

k=0

Osservazione 11.66.
Se f & una funzione pari, i monomi addendi del polinomio di Taylor sviluppato in 0 contiene solo potenze pari
di z. Analogamente per f dispari.

11.6.2 Convergenza in un intorno del punto di sviluppo

Osservazione 11.67.
Anche se f € C®((xg — &,20 + €)) non & detto che lim T, (x) = f(z) Vo € (x¢ — &, 20 + €).

n—oo
Quando ¢ che T, (z) — f(x) in un intorno di z¢? Possiamo cominciare cercando una stima dell’errore.

Questo possiamo farlo generalizzando il teorema di Lagrange

Teorema 11.68 (Lagrange).
Sia f derivabile (n + 1)—volte in (zg — &, z¢ + €). Allora 3t € (xg,z) 0 t € (z, ).

(x — xo)"T!
(n+1)!

”Resto di Lagrange”

f(x) = Tu(f,20)(x) + fT (1)

Lemma 11.69 (Rolle completo).
Sia g derivabile (n 4 1)—volte in (a,b), g% (a) = g(b) =0 = 3t € (a,b) t.c. g™tV (t) = 0.

Dimostrazione. Applichiamo Rolle ripetutamente. 3t; t.c. ¢’(¢t1) = 0, ora applichiamo Rolle a ¢’ in [a, 1],
quindi 3ty t.c. g’ (ty) =0, -+ 3t =t,qq t.c. gTY(E) = 0. O

Dimostrazione (Lagrange). Senza perdita di generalitd supponiamo x > xg. Applichiamo il lemma in (zg, )
con

g(t)= [f(t) —Tul(t) — W(t —z0)"
PO (@0) =T (20) -0
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dato che Yk < n g (z¢) = 0 e g(2¢) = 0. Quindi per il lemma 3t € (xg, ) t.c. g"+1(¢) = 0.

f(@) - Tu(a)

0= o) = (n+1)! FOHD () (2 — )"

= [f(z) =Tu(2) +

(o — z0)H1 CES
O
Corollario 11.70.
> n
vz € R e’ = nz:% )
Dimostrazione. Dal teorema di Lagrange, con |t| < ||
n+1 1
e —Ty(x) = et(s:_l)! = | =T, (z)| < m -0
O

Definizione 11.71 (Serie di Taylor).
Data f infinitamente derivabile in xg, la serie

> r(k)
> ! k;(l%) (z —0)*
k=0 ’

¢ la serie di Taylor di f in xg. Per comodita indicheremo la serie di Taylor per f in z¢ con Too(f, 2o)(x), 0 nel
caso il contesto non presenti ambiguitd Too ().

Lo stesso ragionamento che abbiamo usato per mostrare che e” coincide con la sua serie di Taylor in 0 ci
permette di concludere che

o) p2n+l © 72k
sin(z) = T;)(—l) [CFk cos(x) = kZ:O(—l)k k! Vz € R,

e che per |z| < 1 le funzioni log(1 + x) arctan(z) coincidono con la loro serie di Taylor in 0.

1 _1
' 14z ’ 1422

11.7 Funzioni Analitiche

Definizione 11.72 (Funzione analitica).
Una funzione f: A — R, A aperto, f € C*°(A) & analitica in A seVxg € AIr >0t.c. Vo € (xog—7r,20+7) C A

< £(k) (5
fla) =3 L) (o

|
P k!
Proposizione 11.73.

Sia f(x) = > an(z — x¢)"™ una serie di potenze con x € (zg — R,z9 + R) = I con R il raggio di convergenza.
Allora f € C=(I) e a, = f™(x)/n!.

Dimostrazione. Per la convergenza uniforme delle serie di potenze si puo dimostrare che
df = d > L
—(z) = Z ap—(x —z9)" = Z na,(x — )",
dz o dx o

dacui feC>®e

(k) — - d* n _ o~ ann! n—k (k) _
[H(x) = E ny % (x — )" = § (n— k),(fE — o) = [ (@o) = akk!.
n=0 :

n=~k

Lemma 11.74.

> ! k!
Yoo et T WhkeN, |2 <1



Dimostrazione. Derivando > ja™ = (1im) k—volte troviamo la tesi. O

Proposizione 11.75.
Data f serie di potenze f(x) = Y an(x — x9)", © € I = (xg — R,z9 + R) con R il raggio di convergeza della
serie, allora f e analitica in [

Dimostrazione. La tesi ¢ equivalente a mostrare che Vzy € I, Ir > 0 t.c. f(z) = Too(f, 21)(2), Vo € (21 —
r,xy+ 7).
Fissiamo x; € I e calcoliamo la derivata k—esima di f in x1:

f(k)(l"l) = Z a”(ni!k)!(xl - $0)n7k-
n=~k

Osserviamo che V0 < 7 < R abbiamo |a,| < & definitivamente dato che limsup {/|a,| = 1/R. Scegliendo
r € (Jx1 — x|, R) abbiamo

C & n! 21— 20| \" " Lemma C k!
PPl =35> (' - 0') T (1= e
n=k -
_ Cr k! I k!
r— oy —ao| (r — oy —wo)F T (r = [wr — wo|)F
quindi
FO) () ¢
‘ k! = (r — |z — wo])*

()
Allora la serie > #(x —x1)¥ converge se |z —z1| < r—|z1 — 20| (in questo caso abbiamo una serie geometrica
convergente). In particolare converge nell’intervallo (z1 — (R — |21 — xol), 21 + R — |21 — 0])-

)
Sia allora g(z) =Y %(m — x1)¥ e verifichiamo che coincide con f(x). Siano S, le somme parziali per g,
ovvero S, — g. Stimiamo f — S,,: essendo S, = T,,(f,z1), per il teorema di Lagrange [11.68| abbiamo

f" ) ()]
(n+1)!

n+1

|f(z) = Sp(z)] < |z — 1] per y tra T e o1

Clo — z1|"H!
(r—ly — o)™ +!
Abbiamo che per |x —z1| < r — |y — zo| la successione tende a zero, ovvero vale la tesi. Osserviamo che questa
condizione vale per & € (1 — ri,x1 + r1) se 2r1 < R — |zg — x1|. Allora per ogni z; € T Ir; t.c. f(z) = g(x)
Va € (1 — r1,x1 +7r1): questa & la definizione di una funzione analitica in ;. O

|f(x) = Sn(x)] <

Corollario 11.76.
Siano f, g analitiche su I intervallo aperto, allora 3zg € I t.c. f®)(29) = g% (zo) Vk €N = f|; = gl;.

Dimostrazione. Sia A= {z € I |Vk f®)(2) =g¢®}. Vo € ATr > 0t.c. (x—r,x+71)C Aentro il quale f =g,
dato che per il lemma precedente entrambe coincidono con la propria serie di Taylor e queste coincidono per la
definizione di A. Quindi A & aperto in I.

Sia z,, una successione a valori in A. z,, — x € I essendo f e g continue (coincidendo con la serie di Taylor,
la quale & una serie di potenze), abbiamo che f(z) = lim f(z,) = lim g(x,) = g(x). Un ragionamento analogo
vale per f*) e g(*) dato che f,g € C°°(I). Quindi z € A, ovvero A & chiuso.

Dato che zg € A, A # (), dunque per la connessione di I abbiamo A = I. O

Osservazione 11.77.
Le funzioni analitiche sono uno spazio vettoriale.

Corollario 11.78.
Siano f,g : I — R analitiche con [ intervallo aperto. Sia z,, € I una successione convergente in I con
Xy, — 20 € I. Allora Vn f(xo) = g(z,) = f=gin I

Dimostrazione. Consideriamo h = f — g, la quale & analitica. Abbiamo che Vn h(z,) = 0 e vogliamo mostrare
che h = 0. Passando al limite, abbiamo h(z¢) = 0. Applicando il teorema di Rolle|11.32|Vz, 3:553) tra xg € x,

t.c. h’(xgll)) = 0 Vn. Passando al limite z$) — 2 abbiamo h'(xg) = 0. Reiterando troviamo h¥)(zq) = 0 Vk,
quindi A = 0 per il corollario precedente in quanto analitica, quindi f = g. O
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Effettivamente notiamo che possiamo comporre le funzioni analitiche nei modi standard e ottenere nuova-
mente una funzione analitica:

Teorema 11.79.

(1) f, g analitiche in I = f - g analitica

(2) f,g analitiche in I, g #0 = f/g analitica

(3) f: I — J analitica, g : J — K analitica = g o f analitica
(4) f: I — R analitica in I intervallo e f' #0 = f~! analitica.

Proposizione 11.80.
f:I— Re¢analiticase esolose f € C®(I)eVzgel, Ir>0,C>0,R>0tc. VkEN, Vo € (zg—r,zg+7)

|f®) ()]

k
A <CR

: : . s . (k)
Dimostrazione. <= ) f ¢ analitica se la serie ) fki(,z“)(x — x0)k

Va € (xg — r,x0 + ) la serie coincide con f.
Dalle ipotesi abbiamo

converge Vxg € I e Vog € I, Ir > 0 t.c.

Z%@ —xo)*| < Z%\x —xol* < ZCRk|$—xo|k

Quindi per R|x —z0| < 1 la serie converge. Scegliamo x € (zg— R™!, 29+ R™1)N (2o —7, 79 +7). Sia r; un raggio
valido. Siano allora S,, le somme parziali della serie e stimiamo |f(x) — Sy, (z)| per gli € (xg — ri,z0 + 71)-
Per Lagrange |11.68| abbiamo

(n+1)
lf(n - 1()y')| |z — zo|" ™ < C(Rry)"™ =0

Allora f & analitica su (xg — 71,20 +7r1). Ma x¢ € I e coincidendo con la serie, le derivate di f e della serie
in zg coincidono, quindi f coincide con la propria serie di Taylor su tutto I.
= ) Abbiamo gia notato f € C°°(I), il resto deriva dal fatto che la serie di Taylor deve convergere Vg € I. O

Definizione 11.81 (Prolungamento analitico).

Sia f : I — R analitica su I intervallo. Definiamo 1'unione di due funzioni come segue: date hy : J1 =& R e
ho @ Jo — R, sia

hl(.’b) e J;

hl - hZ(gj) - {hg(a)‘) T € J2

L’operazione & ben definita in quanto I C J; N Jo, e quindi h; = ho sulla intersezione per le proposizioni
precedenti.
Definiamo allora il prolungamento analitico di f come

g= U{h | h: J — R analitica, J D I intervallo, h|; = f}.
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Capitolo 12

Integrali

12.1 Definizione e integrabilita

12.1.1 Suddivisioni

Dato 'intervallo chiuso [a, b], possiamo suddividerlo in altri intervalli, per esempio prendendo una collezione di
punti dell’intervallo e considerarli come estremi

Definizione 12.1 (Suddivisione).

m = {to, -+ ,tn} C R & una suddivisione o partizione dell’intervallo [a,b] se tog = a, t, =be Vi < j € N, U {0}
t; < tj.

Questo insieme di punti definisce una famiglia di intervalli Iy, = [tx_1,tx] tale che [a,b] = U;_; Ix

Per comodita indicheremo con |Ij| 'ampiezza dell’intervallo Iy, ovvero ty — ti_1.

Definizione 12.2 (Suddivisione fine).
Date 1, 72 suddivisioni di [a, b] affermiamo che 7y & piu fine di 73 se my C 7.

Osserviamo che m; U 79 € una partizione piu fine sia di m; che di 75, mentre abbiamo che ogni partizione e

pit fine di {a, b}.

12.1.2 Somme superiori e inferiori

Ci interroghiamo su come poter stimare ’area compresa tra il grafico di una funzione e l'ascissa in un dato
intervallo [a, b]. Possiamo costruire una approssimazione dividendo [a,b] in segmenti pilt piccoli e per ognuno
di questi sovrastimare e sottostimare ’area stessa con dei rettangoli.

Definizione 12.3 (Somme superiori e inferiori).

Data m = {tg,- - ,t,} una suddivisone di [a, b] definiamo
Z tk —tk—1) sup f= ZUHMk
k=1 [tr—1,tx]

la somma superiore di f secondo la suddivisione 7. Analogamente abbiamo la somma inferiore

n

S(faﬂ):Z(tk—tk—l)[ inf f= Z|Ik|mk

1 th—1,tk]

Osservazione 12.4.

M (f) =z mi(f) = S(f,7) = s(f,7)

Intuitivamente osserviamo che raffinando la suddivisione la stima migliora. In particolare la somma superiore
tende a diminuire, essendo una stima in eccesso, mentre la somma inferiore tende ad aumentare. Possiamo
formalizzare questa intuizione nella seguente proposizione.

Proposizione 12.5.
Date m; una suddivisione di [a,b] w5 una suddivisione di [a, ] pil fina di 7, abbiamo che per f : [a,b] = R
limitata

S(fvﬂ-l)zs(f,ﬂ-Q) S(f,7T1)§S(f,7T2)
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Dimostrazione. Senza perdita di generalitd supponiamo m = 7 e my = w U {¢'}. Possiamo ricostruire le altre
suddivisioni finite aggiungendo piu punti. Mostriamo il caso per la somma superiore, quello per la somma
inferiore & del tutto analogo.

Supponiamo t, <t < tg,4+1, allora, ponendo I’ = [tg,,t'] e I" = [t/ tgg+1]

() = 5(0.72) = Wiyl sup £ = (11'sup 1 + 11" sup ) =
ko

=|I'| (Supf—supf> + 1" (supf—supf> >0

Iy r Iy I

O

Formalizziamo 'intuizione grafica che, siccome ogni somma superiore ha area maggiore di quella del grafico
e ogni somma minore ha area minore del grafico, ogni somma superiore supera ogni somma inferiore

Proposizione 12.6.
Date f : [a,b] — R limitata e 71, o suddivisioni di [a,b] abbiamo

S(f7 ’/Tl) > 3(f7 7T2).

Dimostrazione. Sia m = m; U ma, la quale raffina entrambe le suddivisioni. Abbiamo quindi la seguente catena
di disuguaglianze

S(f;m) = S(f,m) = s(f,m) = s(f, m2)

Definizione 12.7 (Integrale superiore e inferiore).
Definiamo 'integrale superiore S(f) di f su [a, b] come

S(f) = mf{S(f,

)
analogamente definiamo 'integrale inferiore s(f) come
)

s(f) = sup{s(/f,

| # suddivisione finita di [a, b]}

| 7 suddivisione finita di [a, b]}

Proposizione 12.8.

S(f) = s(f)

Dimostrazione. Data m; suddivisione di [a, b] abbiamo
S(f,m) > s(f,m) Vr suddivisione di [a, b],

quindi S(f, m1) € un maggiorante di {s(f,7) | 7 suddivisione finita di [a, b]}, allora dalla definizione del supremo
come minimo dei maggioranti abbiamo

S(f,m1) > s(f) Vm suddivisione di [a, b].
Da questa formula troviamo quindi anche che s(f) & un minorante per {S(f,n) | = suddivisione finita di [a, b]},
da cui per definizione di infimo S(f) > s(f). O
12.1.3 Integrabilita

Definizione 12.9 (Integrabilita).
Data f : [a,b] — R limitata essa ¢ integrabile (secondo Riemann) su [a, b] se e solo se S(f) = s(f) e in tal caso
chiamiamo il valore comune ai due integrali l’integrale di f tra a e b e lo denotiamo

b
| s
Osservazione 12.10.
E possibile che S(f) > s(f), per esempio questo & il caso per

1 2€Q

filab] =R, f(z) = xolapn(®) = {0 r¢Q

infatti S(Xql[a,5, ™) = b — a e 5(xqlja,p), ™) = 0 per ogni 7.
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Osservazione 12.11.
(b—a 1nff</ ft)dt < (b—a)sup f
[a,b]
Proviamo quindi a dare alcuni criteri per riconoscere le funzioni integrabili.

Proposizione 12.12.
f integrabile <= Ve > 0 37 suddivisione di [a,b] t.c. 0 < S(f,7) — s(f,7) <e

Dimostrazione. = ) S(f) = s(f) = f; f(t)dt. Fissiamo ¢ > 0, allora essendo S(f) un infimo Im t.c.
S(f)+ 5 > S(f,m1). Analogamente Iy t.c. s(f) — 5 < s(f,m2). Sia allora 7 = m; U mp. Abbiamo

() +5 > S(fim) = S(f,m) s(f) =5 <

Abbiamo quindi € > S(f,7) — s(f,m) > 0.
<= ) Ve > 0 abbiamo 0 < S(f) — s(f) < S(f,7) — s(f,m) < e e quindi S(f) — s(f) =0. O

3(f7 71'2) < S(fvﬂ-)'

Proposizione 12.13.
Se f :]a,b] — R & monotona allora & integrabile.

Dimostrazione. Senza perdita di generalitd sia f crescente. Abbiamo quindi Vz € [a,b] f(a) < f(z) < f(b),
ovvero f & limitata su [a, b].

Sia 7, = {a+ k%2 | 0 < k < n} la suddivisione uniforme di [a,b] in n parti. Abbiamo quindi t; = a+k22.
Dato che f & crescente, il supremo coincide con ’estremo destro e I'infimo con il sinistro, da cui

s(fm) =3 8B g, )

n
1

fvﬂ—n

n n
k=1 k=

(b— a) n

S(f,mn) —s(fymn) =

n

(- a)(f(b) - f(a)

n n— oo

Quindi per la proposizione precedente f € integrabile. O

Proposizione 12.14.
Se f :]a,b] — R & Lipschitziana allora & integrabile.

Dimostrazione. Se f & L—Lip allora e continua e quindi limitata. Sia 7 una suddivisione e siano I gli intervalli
da essa indotti. Poniamo § = max{|Ix|} il parametro di finezza di .
Essendo la funzione limitata sup;, f = maxy, f = f({) e analogamente infr, f = f(n).

S(f.m) = Yo lsup £ = D IRIFE).  s(Fm) =30 ulin £ =3 |1l F(ne)

L—Lip
S(fom) = s(f,m) =D Tl (£( FOm) <YLk — mellT] <
< Zmuk Lé(b — a)
Ma allora raffinando la partizione il membro di destra tende a zero, quindi per la proposizione [12.12| f &
integrabile. O
12.2 Continuita uniforme

Definizione 12.15 (Continuita uniforme).
Una funzione f : I — R con [ intervallo ¢ uniformemente continua se

Ve>0, 30 >0tcVe,yel, |lz—y|<d = |f(z)— fly)<e

Osservazione 12.16.
Ogni funzione Lipschitziana & uniformemente continua.
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Dimostrazione. Se f ¢ L—Lipschitziana abbiamo |f(z) — f(y)| < Ljx — y|. Se consideriamo quindi § = ¢/L
abbiamo

|f(x) — f(y)| < Llz —y| < Lé = ¢.

Teorema 12.17 (Heine-Cantor).
Se f:C — R ¢ continua su C' C R compatto allora f ¢ uniformemente continua.

Dimostrazione. Per assurdo 3e > 0 t.c. V6, = 1 Juwn,yn € C tic. |2y — yn| < 2 e [f(@n) — flyn)] > e

Essendo C compatto possiamo estrarre un limite dalle successioni (2, )nen € (Yn)nen passando a sottosuccessioni
T, = ¢ € C, yn, — y € C. Dato che |z, — y,| — 0 abbiamo = = y.

e <lim |f(zn) = f(yn)| = [f(2) = f(z)] = 0.
che ¢ un assurdo perché abbiamo ¢ > 0 7. O

Proposizione 12.18.
Una combinazione lineare di funzioni uniformemente continue ¢ uniformemente continua.

Dimostrazione.

Prodotto per scalari) Sia r € R e sia f : I — R uniformemente continua. Se r = 0 chiaramente 0 = rf &
uniformemente continua. Altrimenti osserviamo che Ve > 0, 36 t.c. |z —y| <d = |f(z) — f(y)| <€/ |r|, da
cul |rf(z) —rf(y)| < e come voluto.

Somma) Siano f, g uniformemente continue su I. Abbiamo allora che Ve > 0 361,02 t.c. |z —y| < & =

lf(z) = fly)| <eel|rx—y|<ds = |g(x) —g(y)| <e. Sia § = min(dy,d2). Abbiamo quindi che

-yl <d = [f(z) - fy)l<e e |g9(z) —g(y)|<e =

If(2) +g(x) — fy) — g < |f(x) = fy)| + lg(z) — g(y)| < 2¢

da cui la tesi scegliendo i delta corrispondenti alla meta dell’epsilon voluto. O

Proposizione 12.19.
Data f : R — R continua tale che

lim f(z)=1¢, lim f(z)=m

r—+o0 Tr——00
essa ¢ uniformemente continua.

Dimostrazione. Dalla definizione di limite abbiamo che Ve > 0 3R, > 0, R_ > 0 tali che Vo > Ry |f(z)—£| < §
eVe < —R_ |f(x) —m| < §. Sia R=max{R,,R_,1}.

Fissato € > 0 sia 6 € (0,1) la costante garantita dalla continuita uniforme di f su [-R — 1, R + 1]. Siano
quindi z,y € R t.c. |z —y| < . Consideriamo le seguenti possibilita:

o (&,y> R) Abbiamo |f(2) — (5)| < |f() — €+ 1 — f(y)| < 25 = <.
e (z,y < —R) Analogamente al caso precedente |f(z) — f(y)| < e.

e (z € [-R,R]Vy € [-R, R]) Senza perdita di generalita ipotizziamo x € [—R, R]. Abbiamo |z —y| < J < 1
= x,y € [-R — 1,R + 1] ma allora per la continuitd uniforme di f su [-R — 1, R + 1] abbiamo

[f(z) = fly)l <e.

Osserviamo che, dato che R > 1, non & possibile che x < —R Ay > R o viceversa, quindi abbiamo esaurito le
possibilita. Allora Vz,y € R |z —y| <d = |f(z) — f(y)| < &, quindi f & uniformemente continua su R. O

Corollario 12.20.
Data fp : R — R uniformemente continua e f : R — R continua t.c.

lim (f(z) = fo(z)) = lim (f(z) - fo(z)) =0

r——+00 T——00
allora f € uniformemente continua.

Dimostrazione. Dalla proposizione precedente f — fy € una funzione uniformemente continua e quindi, dato che
f=fo+ (f — fo) e che la somma di funzioni uniformemente continue ¢ uniformemente continua, abbiamo la
tesi. O
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12.2.1 Moduli di Continuita

Proviamo a generalizzare il concetto di funzioni Lipschitziane

Definizione 12.21 (Modulo di Continuita).
Date f: C - R con C CR e w: [0,+00] = [0,400] affermiamo che w ¢ un modulo di continuita (MdC) per f
se

1. w(0) = 0, w debolmente crescente, lim w(t) =0
t—0+

2. [f(z) = f(y)l <w(lz —yl).

Osserviamo che le funzioni L—lipschitziane sono tutte e sole quelle che hanno MdC w(t) = Lt. Una classe
pitt ampia sono le funzioni Holderiane, che hanno MdC w(t) = Lt con « € [0,1], L > 0.

Proposizione 12.22.
Data f : C — R con C # () abbiamo che f ¢ uniformemente continua se e solo se ammette Modulo di Continuita.

Dimostrazione.
= ) Definiamo

wr(t) =sup{|f(z) — f(Y)| |2,y € C, |z —y| < t}.

Osserviamo che wy ¢ un MdC per f:
1. wy(t) > 0 perché ¢ definito come supremo di quantita positive.
2. wy(0) =sup{|f(z)— f(z)| = 0} = 0. wy & monotona per la monotonia del supremo al crescere dell'insieme.

3. Ve > 0sia d il valore garantito dalla continuita uniforme di f. Set < d e |z—y| < t allora |f(z)— f(y)| <,
quindi wf(t) < e Vt < 6. Portando € — 0 abbiamo lim;_, g+ wy(t) = 0.

4. Per costruzione |f(z) — f(y)| < ws(lz —yl).

<= ) Per ipotesi | f(z) — f(y)] < w(]z—y|). Dato che lim;_,o+ w(t) = 0 abbiamo che Ve > 036 > 0 t.c. w(t) < ¢
Vt < §. Ponendo t = |x — y| < ¢ abbiamo |f(z) — f(y)| < w(t) < €, ovvero f & uniformemente continua. O

Definizione 12.23 (MdC ottimale).
Data f : C' — R uniformemente continua,

wy(t) =sup{|f(z) — f(W)| |2,y € C. |z —y| <t}
¢ detto il suo modulo di continuita ottimale.

Proposizione 12.24.
Data f : [0,+00] — R crescente, positiva, infinitesima in 0 e subadditiva, allora Ja,b t.c. f(x) < ax+bVx > 0.

Dimostrazione. Essendo f infinitesima 3§ > 0 t.c. f(d) € R. Per la subadditivita di f abbiamo f(nd) < nf(9).
Dato t € [0,+00), per la proprieta archimedea di R abbiamo che In € N t.c. n < t/6 < n + 1, ovvero
nd <t < (n+1)d. Essendo f crescente f(nd) < f(¢) < f((n+1)d), da cui

)
F() < (0 DF(O) = nf ) + £3) <10 4 5(o),
Se 3§ € [0, +00) t.c. f(d) # 0 allora ponendo a = @ e b= f(9) abbiamo la tesi, infatti a(+00) + b = +oo per
a# 0. Se Vé € [0,+00), f(0) = 0 possiamo scegliere a € (0,+00) e b = 0 e soddisfare la tesi. O

Proposizione 12.25.
Se f: 1 — R con I intervallo ¢ uniformemente continua e wy ¢ il suo modulo di continuita ottimale allora wy ¢
subadditivo, ovvero

wp(t+ 5) < wp(t) +wy(s)

Dimostrazione. Abbiamo che
wr(s+1t) =sup{|f(z) = f(Y)| lz,y €I, |z —y| <s+t}

Mettiamoci allora nell'ipotesi |z —y| < s+%. Osserviamo che Vz € R |f(z) — f(y)| < |f(z)— f(2)|+]|f(z)— f(y)|

Ponendo z = x — tI;:Z\ abbiamo z € [ e

r—y

|z -yl

|a:z|—‘t ‘_tgt,
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z—y
|z —y

|z —y| = (| =yl =1)| <s

x—y I
r—y—t =

|z -yl
Unendo queste informazioni troviamo

wr(s +1) <sup{[f(x) = F(2)[+ [f(z) = fW) [ |z —y[ < s+ 1} <
<sup{|f(z) = f(2) +|f(2) = FW)] [ |z — 2| <t |z —y[ < s} <
<sup{|f(z) = f(2)] | [z — 2| <t} +sup{|f(2) = FW)| | [z —y| < s} =
=wy(t) +wy(s).

O

Corollario 12.26.
Se f: I — R ¢ uniformemente continua allora ha una crescita sublineare, questo deriva dal fatto che il modulo
di continuita e limitato da una funzione lineare in quanto crescente, positivo, infinitesimo in 0 e subadditivo.

Proposizione 12.27.
Data f:[0,1) — R uniformemente continua possiamo estendere f ad una funzione continua su [0, 1].

Dimostrazione. La tesi equivale a mostrare che lim,_,;- f(z) esiste, o equivalentemente 3¢ € R t.c. Va,, — 1~
lim f(z,) = ¢. Data x,, — 1~ essa & una successione con immagine limitata (perché sublineare) e quindi, a
meno di passare a sottosuccessioni, 3¢ t.c. f(x,) — £. Sia quindi y, — 1~ un’altra succesione. Allora

(e —
e(n)
Per la continuita uniforme, f ammette w MdC, da cui

< _
()] < w(lyn — zal) — 0.

Quindi per ogni successione y,, — 1~ abbiamo f(y,) = f(z,) + o(1) — £. O

12.3 Integrabilita per le funzioni Continue

Teorema 12.28.
Se f :[a,b] — R & Continua allora ¢ integrabile.

Dimostrazione alla Carminati. Se & continua ¢ limitata sull’intervallo perché [a, b] & compatto. Per Heine Cantor
f & uniformemente continua. Sia m = {¢g,- - ,t,} una suddivisione di [a,b] e poniamo § = max{ty —tx_1 | k €
N, } il parametro di finezza di 7. Essendo f limitata su [a, b], lo & anche su ogni I}, e quindi su questi il supremo
coincide con il massimo e I'infimo col minimo. Quindi sup;, f = f(&x) e infy, f = f(nx) per qualche g, my € I.

S(f.m) = Yo Malsup £ = D IRIFE).  s(Fm) =3 1ulint £ = 3 |1l F(ne)

Per la continuitd uniforme di f, Ve > 0, 3§ > 0 t.c. |§ — | <0 = |f(&) — f(nr)| < . Scegliamo quindi
un appropriato parametro di finezza:

S(fom) = s(f,m) =D Ll(F(&) = fOmw) <Y kle = (b —a)
Quindi per ¢ — 0 abbiamo S(f, ) — s(f,7) — 0, da cui f ¢ integrabile per la proposizione O

Dimostrazione alla Carminati 2. f continua e limitata e uniformemente continua, quindi ammette un modulo
di continuitd w. Sia m una suddivisione di [a, b] e J il suo parametro di finezza. Abbiamo, scegliendo &g, ny € I

t.c. f(§) =supy, fe f(n) =infy, f

S(fom) = s(f,m) =D Ll (&) = FOmw) <Y Helw(Ti]) < (b — a)w(sy).

k=1 k=1

Per 6, — 0, per definizione di MdC w(d,) — 0, da cui la tesi. O
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Dimostrazione alla Novaga. Dalla continuita f & limitata e uniformemente continua per Heine Cantor. Fissiamo
e >0en €N e prendiamo 7 = {ty }ren, {0} una suddivisione uniforme (t, = a + kb_Ta)

S(f,7)—s(f,m) Z|Ik\ <supf 1nff> < Z<H}%Xf_n}inf)

k=1

Dalla continuita uniforme Ve > 0 3n t.c. |z —y| < =% = |f(z) — f(y)| < e. Fissiamo allora ¢ e prendiamo

un n appropriato:
b—a

S(fm) = s(f;m) < (ne) = (b —a)e.

Abbiamo quindi la convergenza per la proposizione [12.12} O

Osservazione 12.29.
Queste dimostrazioni funzionano anche per f : (a,b) — R continua limitata (|f(z)| < C).

Dimostrazione. Fissiamo e > 0 esiam = {tg, - ,tnt2} t.c. to =a,t1 =a+e, tpp1 —tk = b_an_%

tn+2 = b, ovvero una suddivisione uniforme al centro con due intervalli di ampiezza ¢ ai lati.

y b1 = 6757

S(f,w)—s(f,w)<405+zn:b_c;_2€< sup f— inf f)
k=1

(th tht1) (tr tet1)

Dove 4C'e deriva dalle ampiezze degli estremi per i massimi valori di SUP (g, q4-¢) Josupg_cp) [ infaae) fi €
inf(,_. 3y f. Dalla continuita uniforme 3n t.c.

S(f,ﬂ') —8<f77T) <4Ce+ (b—a)g
da cui I'integrabilita. O

Osservazione 12.30.
Con un metodo analogo troviamo che f : I — R limitata con disc (f) finito & integrabile.

Teorema 12.31.
f I — R limitata con disc (f) finito o numerabile & integrabile.

La formulazione piu generale di questo teorema € come segue:

Definizione 12.32 (Trascurabile).
Un insieme E C R & trascurabile o di misura nulla se Ve > 0, 3{I,, }nen, In C R intervalli t.c.

EQUIny Z|In‘§€

Teorema 12.33 (Vitali-Lebesgue).
f: I — R limitata & integrabile se e solo se disc (f) & trascurabile.

12.3.1 Proprieta degli integrali

Teorema 12.34 (Media integrale).
Data f : [a,b] — R continua 3¢ € [a, b] t.c

:]ibf(:c)d:vi /f )dz <= (b—a)f /f

Dimostrazione. Abbiamo osservato

b
b — a) min </ < (b—a)max f = min <f < max
( [a, b]f /< [a,b] ! [a,b] f a ! [a,b] !

Per il teorema dei valori intermedi 3¢ € [a, ] t.c. f(&) = fb ! O

a

Osservazione 12.35.
La continuita e necessaria, per esempio l'integrale di \%I su [—1,1] vale 0 ma la funzione non assume il valore 0.

Per semplificare la notazione scriveremo R(I) = {f : I — R integrabili}.
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Osservazione 12.36.
fr9 € R(I) con f(x) < g(x) Vo elallora [, f< [, g

Proposizione 12.37.
feR(I) = |fleRU)e|[ f] < [Ifl

Dimostrazione. Siano e,m t.c. S(f,m) — s(f,7) < e. Dato che Va,b |a — b| > ||a| — |b|| abbiamo

sup f — inf)fz sup [f]— inf |f]

(trrtrtt) (Ehsthta (trotrt1) (thstht1)

= S(fl,m) = s(|fl,m) < S(f,m) —s(f,m) <e
da cui |f| € R(I). Osserviamo inoltre che —|f| < f < |f|, quindi

~Jns < i [1< [0

Proposizione 12.38 (Linearita dell’integrale).
Date f,g € R(I) abbiamo

7 . dr = d
(I)VeeR c¢-feR() e/jcfa: c/jfx
2)f+ge€R) /f—i—gda::/fda:—l—/gdsc

In particolare R(I) & uno spazio vettoriale e f +— [, f dx & lineare su R([).
Dimostrazione. (1) Supponiamo ¢ > 0. Osserviamo che V7
S(ef,m) =cS(f,m)  s(ef,m) = es(f,m),
da cui
sup s(ef,m) = cstlrps(f, ) = cir;f S(f,m) = ir;fS(cf, ) = c/f dx.
Copriamo anche gli scalari negativi mostrando che —f € R(I). '

S(ffaﬂ)zis(faﬂ-) 5(7.](‘77():75(]077{-) =
stips(—f,ﬂ):ir;fS(—f,ﬂ):—/Ifdx.

(2) Proviamo a relazionare le somme superiori di f + g con quelle di f e di g:

S(f+9,m) =D (tra1—tr) sup (f+g) <

k (thtr+1)

<D (tksr — te)(sup f +supg) = S(f,7) + S(g, 7).
k

Analogamente s(f + g, 7) > s(f, ) + s(g, 7).
Osserviamo ora che sup s(f,m1) + sup s(g, m2) = sup(s(f, 7) + s(g, 7)):
T2 ™

™
Date 7 e my partizioni, m = 7w U o € una partizione tale che

S(f7 7T1) + 8(9, 772) < S(f7 71—) + S(g?ﬂ-)7
mentre data 7, ponendo m; = w9 = 7 abbiamo

S(fv 7T1) + S(ga 772) > S(f, ﬂ-) + S(gvﬂ)7
da cui la tesi passando agli estremi superiori. In modo del tutto analogo troviamo inf S(f,71) + inf S(g, m2) =
T ™2

inf (S(f, 7) + S(g.7)).
La tesi segue quindi dalla seguente catena di disuguaglianze:

/ et / g = sups(f, ) + sup (g, m) = sup(s(f, ) + s(g,7)) <

Ssups(f+g,7r)SinfS(f—l—ng)§infS(f,7r)+infS(g,7r):/f+/g.

=s(f+g) =S(f+g)
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Proposizione 12.39 (Additivita rispetto al dominio).
Sial=5LUI, fe€ R(I), allora f|[1 S R(Il), f|[2 S R(IQ) e

/fdm: fdx+ f dx.
I I I

Dimostrazione. Siano

_Jf@) zeh o r€h B
f1<x>{0 e fz(x){f(x) PEN = )= A+ ).

Supponiamo senza perdita di generalita x < y Vx € I,y € I e fissiamo € > 0. Sia 7 una suddivisione di I t.c.

S(f,m) —s(f,m) <eesupl; =inf Iy € w. Poniamo m; = |y, suddivisione di I1 e mo = 7|y, suddivisione di I.
Osserviamo che

|71
0§S(f11,7r1)—s(f|11,7r1)=Z(tk—tk_1)( sup f— inf f) <

k=1 [te—1,tk] [tr—15tr]

|7|
Z(tk_tkl)( sup f_ inf f>:S(f=7T>_S(f77T)§5

b—1 [tr—1:tk] [tr—1,tr]

e che analogamente

0 S S(f|[277‘-2) - S(f‘[vaQ) S S(f77T> - S(fvﬂ-) S €
quindi f|;, € R(I1) e f|1, € R(I2). Abbiamo anche che

S(f1m) = S(f1n,m) :/I J = s(fln.m) = s(fr.m)
(o) = S(fl1pr m2) = / J = 5(flasma) = s(for )

da cui fi, fo € R(I) con [; fi :fhfeflfg :fI2 f.

Per la linearita dell’integrale abbiamo quindi la tesi:

/f:/(f1+f2)=/f1+/f2=/f+ f.
I I I I I I
Osserviamo che la proposizione precedente puo essere riformulata prendendo a < b < ¢ € R nel seguente

modo . . .
/(;fdx+/bfdx=/afdx.
/aaf:O7 /:f:—/bafsea>b

in modo che la scrittura precedente valga Va, b, c € R.

O

Per convenzione poniamo

12.4 Primitive e Teorema fondamentale del Calcolo

Nel capitolo precedente abbiamo definito la derivata, proviamo quindi a definite una operazione inversa.

Definizione 12.40 (Primitiva).
Date f : I — R integrabile con I C R intervallo e F' : I — R derivabile, se I’ = f allora F' & una primitiva di f.

Osservazione 12.41.
Se Fy e F» sono primitive di f allora (Fy — Fy)' = f — f =0, quindi F; = F» + C per qualche C € R.

Osserviamo una interessante correlazione tra le primitive e gli integrali

Teorema 12.42.
Data f : I — R continua con I intervallo chiuso e preso zq € I sia Vx € I F, (z) = f;o f(®)dt. Allora F,, & una
primitiva di f, ovvero Iy, ¢ derivabile e F, = f.
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Dimostrazione. Calcoliamo la derivata in x

. F,(x+h)—F 1t
/ _ o zo
oy (@) = illli% h h—0 h

Per il teorema di media integrale [12.34{ 3¢ € (x — |h|,z + |h|) N T t.c. f;+h f@)dt = (x + h—2x)f(£), quindi

Fy,(z) = lim f(f) f(@).

h—0 h

Possiamo riformulare quanto detto come segue

Teorema 12.43 (Fondamentale del Calcolo integrale).
Sia f: I — R integrabile con I intervallo, allora presi a,b € I con a < b abbiamo

b
/ F(t)dt = F(b) — Fla)

Dimostrazione. Preso xo € I, sappiamo che F;, € una primitiva di f, e quindi se F' & una qualsiasi primitiva di
f abbiamo F, (z) = F(z) + C, per qualche costante C, .

/f )it = / £t dt+/f Fyy (@) + Fay (b) =

b) + Cay = F(a) = G55 = F(b) — F(a).

dove F' ¢ una qualsiasi primitiva di f.

Definizione 12.44 (Integrale indefinito).
Definiamo l'integrale indefinito di f come

/fdx:{F:I—>R7F’:f}.

Per comodita useremo questo simbolo per indicare una generica primitiva di f. Nel caso sia necessario
evidenzieremo la costante che separa le primitive con una C' maiuscola come segue

/f (2) + C.

Per integrare una funzione ¢ sufficiente trovarne una primitiva, ovvero un’antiderivata. Purtroppo a volte non &
possibile trovare un’espressione per le primitive di funzioni elementari in termini di funzioni elementari. Questo
e il caso di

12.4.1 Calcolo delle primitive

-
2 2 ¥ sinz
xr —x
€ ,€ s T [
x
Possiamo cominciare la nostra ricerca ribaltando le derivate di funzioni elementari, trovando quanto segueEI
/
F(x) F'(x) flx) i f(x)dx
C 0 0
i ama—l o +1xa+1 + C
1 1
log || < : l?g|z| +C
eax aeaﬂ? eaz Eeam + C
sinx cos x coS T sinx + C
cos T —sinx sin x —cosx +C
1 1
arctan x Ex e arctanx + C
arcsine | —r—s s | arcsinw +C
arccos T | A= o7 | arccosz + C
sinh coshz cosh x sinhx + C
coshz sinh x sinh x coshz 4+ C
1Ricordiamo che sinhz = < _2671 e coshz = €I+2671 , da cui 'identita

cosh(z)? — sinh(z)? = 1.
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Questa tabella non ¢ esaustiva, ma un altro modo per arricchire la nostra collezione di funzioni per le quali
possiamo trovare un’antiderivata e riprendere le regole di derivazione e leggerle come regole di integrazione.
Le regole di derivazione principali sono

(F+G) =F +G', (FG) =FG+FG, (FoG) =(F oG,

da cui ricaviamo nuovamente che 'integrale rispetta la somma e due nuove proprieta: l'integrazione per parti e
per sostituzione.

Proposizione 12.45 (Integrazione per Parti).

/F’G:FG—/FG’
b

/ab FG = Fal, - /ab FG' = F(b)G(b) — F(a)G(a) —/ FG'.

a

Integrando con gli estremi abbiamo

Proposizione 12.46 (Integrazione per Sostituzione).

/ F(g(x))g/ (x)dz = F(g(x)) + C = / F(y)dy

y=g(x)
Integrando con gli estremi abbiamo

b ) g(b)
[ fong@ds = [ sy
a g(a)
Con questi strumenti possiamo ricavare l'integrale di diverse funzioni interessanti. Seguono alcuni esempi.

Osservazione 12.47 (Esempi di integrali).

/log(x)dm = /log(a:) - 1ldx = zlog(x) — / %xdm = zlog(x) —x + C.

2.
/sin(m)zdm = —sin(z) cos(x) + /cos(x)de = —sin(z) cos(x)+
—|—/1d$ - /sin(m)zdm = /Sin(x)2dx = %(Jc — sin(z) cos(x)) + C.
3. )
/cos(m)2d:r = i(m + sin(z) cos(x)) + C.
4. Sia p € R[z]
deg(p)+1 o
/e”p(ac)dx =e"p(z) — /e’”p’(x)dm =...=¢" Z (-1)pD(z) 4+ C.
=0
/sin(a:)p(m)dx = —cos(z)p(x) + sin(z)p'(z) — /sin(x)p"(:ﬁ)dx =
[deg(p)/2] _ A _
> D= cos(a)p® () + sin(x)p ) (2)) + C.
D.
/F(ez)exdx = /F(y)dy .
§ f'(2) !
/ o) dx = /;dy e =log|f(z)|+ C.
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/mmmmz/“M@mz—/wwwmz—mgmwm+a

cos(x) cos(z)

1 2
/arctan(x)dx = /arctan(x) - ldx = z arctan(z) — = / =

2] 142"~

1
= rarctan(z) — 3 log |1+ 2°| + C.

Integrazione delle funzioni razionali

Sviluppiamo adesso un metodo per integrare le funzioni Razionali e classi a loro correlate.
Una funzione razionale ricordiamo ¢ della forma

flz) = ZE?;; con p,q € R[z].

Procediamo per passi. In primo luogo fattorizziamo ¢ in irriducibili
x) =k H gi(z)** con g; monici.

Successivamente dividiamo p per g ottenendo p; con resto pa, ovvero

g =p + % deg(p2) < deggq.

Separiamo quindi il secondo addendo in modo tale che sia somma di funzioni razionali con denominatore potenza
di un irriducibile

Abbiamo quindi due casi: ¢; lineare o ¢; quadratico.
Se ¢; ¢ lineare p;; ¢ una costante, quindi I'integrale per quell’addendo ¢ della forma

1 pmlog|x+a| j=1
pij | ——=dz = pii ] .
(z+a) — o 7@4_&)] r J>1

Se ¢; & quadratico abbiamo ¢ = 22 +ax + b e

2
pij:r1£+¢2:2(2x+a)+r2_a7;:Tzl<qg+(:12_a)).

Abbiamo allora che l'integrale dell’addendo & della forma

i 1
/pj dw + (7"2 — ar—1> —jdx.
q] 2 4;

1 log |g; =1
/qld:c— /—.dy = glql‘ 1 J ,
qz yj Y=q; _jTl qjj*l J > 1

mentre per il secondo dobbiamo manipolare il polinomio ulteriormente. Osservando che A = a? — 4b < 0

abbiamo )
2 2 A + 2
Q1=x2+ax+b:<a:+g) +p-L -2 (“) +1

2 4 2 \\\ /A

Il primo e della forma gia vista

Sia allora y = Ijﬂ da cui p; = —A/4(y? + 1). Quindi abbiamo

5 (%) [
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Se j =1 abbiamo

/ L d tan(y) + C t (x+g>+0
———ay = arctan(y = arctan ,
y2+1 V-A

altrimenti (j > 1), abbassiamo il grado integrando per parti:

1—|—yQ—y2 1 1 2y -y
L= | — 2 dy=| ——dy— = | =2 _dy=
J / (y2 +1)9 dy /(y2+1)ﬂfldy 2/(y2+1)de

.1/ y _/_ 1 1 o) =
AN e T VR S Vg A

TV VRO D i B TP I D

_ ! y L
REE (1 51
=Y 7 2(j 1 oG-k -1
B <2<j—z') >H +/y?+1dy,€1_11 -k

=Y y ’22(34:)4 et T2 — k) — 1
i_1<2<j—i><y2+1>j-i)kr_[1 TR | G v s

La formula vale ponendo che le somme con indice superiore minore di quello inferiore sono nulle e che i prodotti
con un simile indice valgono 1. Una conseguenza interessante ¢ che con questa accortezza la formula vale anche
per j = 1. Possiamo quindi concludere che I'integrale del secondo addendo & della forma seguente:

i—2

4 z+a/2 2(j — k) — 1
7= 22 (s ererea) L

k=1

WA (fA) wetan (£212) kr_[ Wbt

Questo esaurisce i casi e quindi possiamo integrare tutte le funzioni razionali.

Osservazione 12.48.
Se abbiamo integrali del tipo

/p(ac) log(q(z))dx o /p(x) arctan(gq(z))dz, con p,q € R[z],

allora integrando per parti ci riconduciamo al caso di funzioni razionali.

Osservazione 12.49.
In alcuni casi possiamo ricondurre un integrale all’integrale di una funzione razionale facendo delle sostituzioni.
Sia allora r(x) € R(z) una generica funzione razionale.

1.
[ ez = ["Deran = [ 10,
e Yo e
2. )
2 1-— 1
/r(sinx,cosx)daz—Q/r< y27 yz) Sdy .
1+y 14y 1+y y—tan(z/2)
n| QT + b . .. n| AT + b
=z, dr  sostituisci con y =
cx+d cx+d
4.

/r(:z:, Va2 —z?)dx = /r(asint, acost)acost dt

/ 2y 1—y2 l—y2 d
= [rla ,a a
T+y2" 1+y2) (1+y?)? Y
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ro P T e = [ o TLTC V) (LEEE)
/ [ ) (%)

2y 2y 2y2

y=—x+Vai+c

Equivalentemente possiamo sostituire = y/csinht se ¢ > 0 0 = /—ccosht se ¢ < 0 e ottenere un
integrale di una razionale valutata in e’ e a quel punto sostituire nuovamente.

12.4.2 Formula di Taylor con resto integrale

Abbiamo visto il resto di Peano [11.63]e il resto di Lagrange [11.68| per le espansioni di Taylor, ma entrambi non
ci danno una espressione esplicita per il resto. Con gli strumenti del calcolo integrale invece possiamo:

Proposizione 12.50.
Se f & derivabile n volte e f(™ ¢ integrabile allora

n-1 *) (1 N
o) = 3 L5y [

Ry

R, ¢ detto il resto integrale della espansione di Taylor di f in zg.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

n=1)
f@w+/“fmﬁ:;wﬁ+ﬂmf;wﬁ:fum

n > 1) Osservando che

d (_ (z — t)”) O

dt n! (n—1)!"

sviluppiamo R,, con 'integrazione per parti:

R, = /x Mf(n) (t)dt =

T —xo)"
0 () )
n!
Per ipotesi induttiva f(z) = T,—1(x) + Ry, da cui

£@) = Taa(@) + 7@} T | Ry =T @) 4 B

Confrontiamo questo risultato con il resto di Lagrange. Per [11.68 abbiamo che 3¢ € (zg, z) tale che

[ oy = S o

(n—1)! n!
ey — [ gy, E= DT
s = [ o
—_————
=Py (t)

X

Osserviamo che P, (t) > 0 e che / P,(t)dt = 1, quindi f(™ (&) & una sorta di media pesata delle derivate
n—esime di f. o

Osservazione 12.51.
Se f(") & continua posso dimostrare il teorema di Lagrange [11.68 a partire dall’espansione con resto integrale.
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Dimostrazione. Siano M,, = [max] ™ em, = [min] ™ da cui
To,T Zo,T

mn:/ mnP(t)dtg/ f(")(t)Pn(t)dtg/ M, P, (t)dt = M,,.
zo x xo

[¢]

Essendo f(™ continua, per il teorema dei valori intermedi 3¢ € [0, x] tale che
x
€ = [ owpao,
Zo

da cui la tesi. O

12.5 Integrali impropri

Proviamo a generalizzare la definizione di integrale al caso di intervalli generici.

Definizione 12.52 (Integrabile (impropriamente)).
Data f : [a,b) — R con b € RU{+o0} integrabile su [a, ¢] Va < ¢ < b allora essa ¢ integrabile (in senso esteso/in
modo improprio) su [a, b) se esiste

Jim / f@)da = /ab f(x)dz € R.

c—b~

Analogamente definiamo I'integrabilita su (a, b] per a € RU {—oc}.
In generale affermiamo che f : (a,b) — R con a,b € R & integrabile (in senso esteso) se, dato =g € (a,b), f &

integrabile su (a, o] e [x0,b). Poniamo
b o b
Jr=fooe e
a a Zxo

Per il calcolo di questi integrali possiamo prendere ispirazione dai criteri di convergenza che abbiamo definito
per le serie.

Teorema 12.53 (Confronto).
Date f,g : [xg,+00) — [0, +00) tali che f,g € R([xg,n]) Vzg < n € R abbiamo

f < g e g integrabile su [xg, +o0) = f integrabile su [z, +00).

Dimostrazione. Abbiamo 0 < f < g e g integrabile su [zq, +00), segue allora Vn > x

0< /x: f(z)dz < /w: g(x)dz.

Portando al limite (a priori superiore, dato che non sappiamo se 'integrale converge)

n +oo
0§limsup/ flz)dz < / g €R.
o o

n—-+oo

n
Essendo f positiva, n — / f & crescente, ma limitata dall’integrale di g, quindi ammette limite
o

n —+oo +o0o
3 lim / f :/ f S/ g.
n—-4o0o Zo zo zo

Corollario 12.54 (Confronto Asintotico).
Date f, g definitivamente positive per x — 400, se f ~ g allora

f integrabile su [zg, +00) <= g integrabile su [zg, +00).

Dimostrazione. Supponiamo f integrabile. g = f+o(f) = f(1+ o(1)), quindi definitivamente g < 2f. Essendo
f integrabile, per linearita del limite, anche 2f € integrabile, quindi per confronto anche g lo &. L’argomento e
simmetrico per ’altra implicazione. O
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Osservazione 12.55.

n
f > 0 non integrabile su [zg, +00) < hr—? / f = 400, infatti la funzione in n dell’integrale ¢ monotona
n——+0oo
Zo

crescente.
Sempre ispirandosi alle serie possiamo definire una integrabilita assoluta:

Definizione 12.56 (Assulutamente integrabile).
Data f : I — R con I C R intervallo anche illimitato affermiamo che f & assolutamente integrabile su I se
f € R(la,b]) V]a,b] C I intervalli chiusi limitati e |f| ¢ integrabile (in senso esteso) su I.

Teorema 12.57.
Se f: I — R ¢ assolutamente integrabile su I allora & integrabile su I.

Dimostrazione. Definiamo
f1(z) =max(f(x),0) la parte positiva di f e
f7(x) = — min(f(x),0) la parte negativa di f.

Abbiamo allora
fl@)= (@)= (@) [f@)]=f"(x)+ [ (2),

in particolare 0 < f*, f~ < |f]. Per confronto con |f| allora fT, f~ sono integrabili su I. Per additivita del
limite f & integrabile e
Lo=hr=1e
I I I

Osservazione 12.58.
Se |f| & integrabile su I allora abbiamo

/If‘=/If+—/lf“S/If++/If‘:/I|f|-

Concludiamo il paragone con le serie mostrando che la convergenza delle serie ¢ legata a quella degli integrali

Osseogvazione 12.59.

Sia Zan con a, = f(n) per una qualche f : [1,400) — R non negativa, infinitesima e decrescente. Allora
n=1

abbiamo
N

N+1
OE /1 f@)dz> S fn) YN EN

n=1

Equivalentemente abbiamo

N N N
Zf(n)Z/1 fl@)dz >y f(n) YN >2

n=1

Proposizione 12.60.
Data f > 0 decrescente

oo —+oo
Z f(n) converge <:>/ f(z)dz converge.
n=1 1

Dimostrazione. La tesi segue per confronto dalla disuguaglianza

oo 400 00
S i) > / Fayde > S fn) — (1)

Osservazione 12.61.
Il primo termine limita lo scarto tra la serie e 'integrale.
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Consideriamo allora la successione

N N
by =" )~ [ fla)ds € 0, £,
n=1 1
La successione ¢ limitata e N1
byy1 — by = f(N + 1) — / f(.’t)d{L‘ <0,
N

ovvero by e decrescente.
Essendo b,, monotona e limitata ammette limite b € [0, f(1)], quindi abbiamo

N

N
Zf(n):/l f(x)dz +b+0(1) per N — +o0.

n=1

Corollario 12.62.

Y1 N
Zf:/ —dz + v+ 0(1) =1log(N) +~+ o(1)
—n 1T
con 7 € [0,1], la quale viene chiamata costante di Fulero Mascheroni ed & possibile trovare che v = 0.577.

12.5.1 La funzione Gamma
Consideriamo gli integrali della forma

“+o0
/ tmetdt
0

con m € N. Calcoliamone il valore per induzione:
m = 0)

+o0 "
/ etdt = —€' [T =0+1=1
0

m > 0) procediamo per parti derivando #™ e integrando e~ *:

+oo 0 400 400
/ tmetdt :W_ / —mt™ te~ldt = m/ tm e tdt.
0 0 0

Questa formula per ricorsione definisce i fattoriali, quindi troviamo il curioso risultato che

+oo
/ t"e tdt = m).
0

Generalizziamo il problema studiando la convergenza della seguente classe di integrali impropri

Proposizione 12.63.
L’integrale improprio

converge se e solose a > —1e 8 > —1.

Dimostrazione. Sostituendo t = —logx abbiamo

1 1 B “+o00
/ x (log ) dr = / tPe (et gy
0 T 0

Osserviamo che gli unici punti critici del dominio di integrazione sono solo 0 e +00, quindi possiamo studiare
separatamente 'integrabilita su (0,1] e [1, +00).
(%) Per t — 0 abbiamo che e~ @+t =1 — (a + 1)t + o(t), quindi per confronto asintotico la convergenza di

1 1
/ tPe= (@Dt ¢ / t? — (a4 1)tPT1dt sono equivalenti.
0 0

1 1 1
/tﬁ—(a+1)t5+1dt:/ tﬁdt—(a+1)/ P+t =
0

0 0
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1 a+1 ) xhF1 xB+2
= — - + lim —(a+1
B+1 [B+2 a=08+1 )B+2
Il limite converge per 8 + 1 > 0, quindi ricaviamo la condizione § > —1.

(%) Chiaramente se a + 1 < 0 l'integrale non pud convergere dato che 'argomento non ¢ monotono crescente.
Consideriamo allora a + 1 > 0. Sia N 3 m > . Essendo gli argomenti positivi

+ +
/ Ootﬂe_(aﬂ)tdt < / Ootme_(o‘ﬂ)tdt y=(aF1)t
1 0

1 +oo Ba— m!
_(a+1)m+1/0 R P

Quindi per a > —1 'integrale converge.
Riassumendo, I(a, B) converge se e solo se « > —1 e > —1. O

Questi risultati ci portano alla seguente definizione

Definizione 12.64 (Gamma di Eulero).
Definiamo la funzione Gamma di Eulero come segue

“+ o0
I(z) = / t*te~tdt.
0

Osservazione 12.65.

La funzione & ben definita per x > 0 applicando la proposizione precedente. Inoltre integrando per parti
osserviamo che I'(x + 1) = 2I'(x), infatti restringendoci ai naturali troviamo 'integrale con il quale abbiamo
introdotto la sezione: T'(n) = (n — 1)!. Osserviamo infine che I" € C'*°.

Proposizione 12.66.
—+oo

Posto 'y, (z) = / llogt|™ t* e~ tdt.
0

e [',, & assolutamente integrabile Vm € N Vz > 0.

o I' (x4 h) =Tp(z) + Al pp1(x) + o(h) per h — 0.
o T (@) = T (2)

o T, () = (Tp)™ =T,

Dimostrazione.
(%) Separiamo gli integrali in 1

1 N\ 1 " +00
. / <log t) t* e tdt < / (log t) t*~tdt = / y"e "Ydy, che converge per m > —1.
0 0 0

+o0 Foo
° / (log t)mt‘”_le_tdt < / rrm=le—tgr < I'(x +m — 1), che converge per z +m > —1.
1 1

Entrambe le condizioni sono rispettate per m € N e z > 0.
(%) Fissiamo z > 0e ¢ € (0,z), |h] < 4. Sia

R(h) = Tp(z + h) — Do (@) — Al 1 (),

la tesi ¢ equivalente a mostrare R(h) = o(h). Osserviamo che
+oo
R(h) = / (logt)™t*te~t(t" — 1 — hlogt)dt.
0

Definiamo g(s) = t*. Abbiamo che g(®)(s) = (logt)*t*, da cui per lo sviluppo di Taylor con resto di Lagrange

11.65]
2

g(h) = 9(0) +hg'(0) + g7 (6)

2 2

h
th =1+ hlogt + ?(logt)ztg — th —1—hlogt = ?(logt)ztg.
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Essendo un esponenziale, t° ¢ convessa, quindi

max t* = max(t°,t7%) <10 +¢77.
|s|<o

Abbiamo allora )

h
th —1— hlogt < ?(log £2(t° + 7).
Troviamo quindi un limite per R(h)

h2 +oo h2
IR(h)| < 3/ [log #2671 + 1)t = "o (J, + ),
0

“+o0
con Jy = / |log t|™+2t*£9~Le~tdt. Per |§| < x abbiamo x4+ 6 — 1 > —1, quindi i due integrali convergono.
0

Concludiamo quindi affermando che, per qualche costante C' > 0 abbiamo |R(h)| < h2C, da cui R(h) = o(h).
(%) Applichiamo la definizione di derivata e il risultato del punto precedente
T -I I —
P ) — i DR =Ton(a) _ o+ AUy a) + ofh) ~ Erefe _
h—0 h h—0 h

= Jimn Ty (1) + 0(1) = D (2).
(%) Applicando ricorsivamente il punto precedente abbiamo

T, (2) = TV (2) = T (2).

12.6 Curve su spazi reali

12.6.1 Lunghezza del grafico di una funzione

Occupiamoci di un problema apparentemente slegato dagli integrali, ossia la misura della lunghezza di un grafico.
Data f : [a,b] — R possiamo stimare la lunghezza del grafico di f suddividendo l'intervallo e approssimando il
grafico con tratti rettilinei. Data quindi la partizione 7 = {to = a,t1,--- ,t, = b} di [a, b] e indicando con I'; il
grafico di f definiamo I'approssimazione della lunghezza del grafico data da = come

Le(Tg) = > V(b —th1)? + (F(tx) — f(tx-1))>.
k=1

Definizione 12.67 (Lunghezza di un grafico).
Data f : [a,b] — R definiamo, se converge,

L(I'y) = sup Ln(I'y) = sup > /(te — te—1)% + (F(t) — f(tx—1))?

T k=1

la lunghezza del grafico di f su [a,b].
Se L(T'y) € [0,400) allora affermiamo che f & rettificabile.

Osservazione 12.68.
Se f ¢ M—Lipschitziana allora e rettificabile

Dimostrazione.

Le(Tp) =Y V(b — ti1)? + (f(tx) — f(tr1))? <
< V(e —tho1)? + M2t — te1)? =
= "(tk — th1)V1+ M2 = 1+ M2(b— a).
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Proposizione 12.69.
Se f € C1([a,b]) allora f ¢ rettificabile e

b
L)) :/ JIE (P @) da.

Dimostrazione. Data 7 una partizione di [a, b] abbiamo

Tp) =Y V(e —ti1)? + (f(te) — f(tx1))?
k=1

Per il teorema di Lagrange [11.68) 3¢, € [tr—1,tx] tale che

Up)=> V({te = th1)? + (' (&) (tk — tho1))® =
k=1

=3 VI (P&t — tin).
k=1

Definiamo quindi g(z 1+ (f'(x))2. Chiaramente g & continua. Posti my = inf ge My = sup g
[tr—1:tk] [th—1,tk]
abbiamo
n n
Z g —te—1)mi < Lr(Ty) < Z(tk —tp—1) Mg
k=1 k=1

S(T(,g) < LTF(Ff) < S(ﬂ-ag)'

Essendo g continua ¢ integrabile, quindi (posti w, un modulo di continuita per g e J, il parametro di finezza di
) abbiamo

< S(m,g) —s(m,g) < (b—a)wg(d) = 0.

b
Lo (L)) - / VIF (@)

Resta quindi da verificare che L( / V14 ( V2dr =

Data 7 abbiamo che Vm, suddivisione di [a7b] apphcando la disuguaglianza triangolare per ogni punto
aggiunto troviamo L (T';) < Lrur, (T'y). Posti drur, € 0x, i parametri di finezza di #Um, e m, rispettivamente
osserviamo che 0rux, < 0, , da cui, data la monotonia crescente dei Moduli di Continuita, w(dxux, ) < wy(dx, ).
Vale quindi la seguente catena di disuguaglianze:

Lﬂ(Ff) < Lyun, (Ff) <L+ (b a)wg(aﬂum) <L+ (- a)wg((sfrn) — L,

da cui Lr(I'y) < L come voluto. O

12.6.2 Caso generale

Definizione 12.70 (Curva in R™).
Una curve € una funzione v : [a,b] — R™ continua. 7([a,b]) & detto il supporto della curva . Una curva &
chiusa se y(a) = y(b).

Come abbiamo fatto prima definiamo la lunghezza di una curva e la nozione di rettificabilita

Definizione 12.71 (Lunghezza di una curva).
Posta m = {tg, - ,tn} una generica suddivisione di [a, b] definiamo la lunghezza di una curva 7 come

_sup{z |y (tiv1) )I} [0, +00].

Una curva v & rettificabile se L(vy) € [0, +00).

Proposizione 12.72.
Data v € C! essa ¢ rettificabile e L(y / |7 (z)|dz.
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Dimostrazione. Mostriamo la doppia disuguaglianza:
<) Fissiamo 7 suddivisione di [a, b]. Per il teorema fondamentale del calcolo integrale [12.43

tit1 tit1
[l < [T o

t; t;

[v(tit1) —v(ti)] =

Sommando al variare di ¢ abbiamo
b
S bt =) < [ Wl
i a
ma dato che 7 ¢ arbitraria vediamo che
b
L) =sup 3 htn) = 9(6)| < [ 1@

>) Fissiamo € > 0. Essendo v € C*([a,b]), abbiamo che 7’ & continua su [a, b] e quindi per Heine-Cantor [12.17]
anche uniformemente continua. Allora 36 t.c. |t —y| <6 = |f(z) — f(y)| < e. Consideriamo quindi 7, tale
che max{t;+1 — t;} < 4, in modo tale che

IV (t) —~'(s)] < e Vs, t € [ti, tir1]-
In particolare abbiamo che

<e Vit € [ti, ti+1],

V() - ][ ¥ (s)ds

i

tit1
][ v (s)ds
t

i

ma allora abbiamo

<

V(6] = <e.

V- s

i

Passando alla media integrale, osservando che la media di una costante ¢ la costante stessa, abbiamo

tit1 tit1 tit1 tit1
> ol v easlde= £ ola - [ (s
t; t; t t;

tit1
/ v (s)ds
tv

i

Moltiplicando per ¢;+1 — t;

tit1
(tix1 —ti)e + > / 17/ (t)|dt,
t

i

tit1
/ v (s)ds
t;

i

e sommando in ¢

b N—-1
/ (Ol <e(b—a)+ 3
a 1=0

=e(b—a)+ Y Iy(ti1) —(t:)] <
<e(b—a)+ L(7).
b
Ma ¢ ¢ arbitrario, quindi abbiamo / |7/ (t)|dt < L(). O

Osservazione 12.73.
Il risultato e vero anche nel caso di curve lipschitziane.

Osservazione 12.74.
La lunghezza misura il ”cammino” percorso, quindi se v non € iniettiva abbiamo una lunghezza contata con
molteplicita

Definizione 12.75 (Velocita di una curva).
Data v : [a,b] — R™ curva, definiamo ~' la velocita della curva e, nel caso v'(t) # 0 poniamo 7(t) = ~'(¢)/|7'(t)]
il vettore tangente alla curva .

Analizziamo quindi i casi particolari principali
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Osservazione 12.76.
Nel caso 7 : [a,b] — R? con y(t) = (¢, f(t)) per qualche f : [a,b] — R derivabile abbiamo

b b
Liy) = / Iy (8)dt = / NGEENTIOIE

come visto prima.

Osservazione 12.77.
Data p(0) : [61,02] — [0, +00) continua consideriamo la curva

v(0) = (p(0) cos b, p(6sinh)).

Se p € C*' abbiamo v € C*, da cui

02
Liy) = / o/ (6)|d6 =

01

02
= V (p'(8) cos§ — psin0)2 + (p'(A) sin 6 + p(B) cos §)2df =
01

02
= [ Vrer T stopas
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Capitolo 13

Equazioni Differenziali Ordinarie

13.1 Definizioni

Vorremmo studiare equazioni dove I'incognita € una funzione. In particolare vorremmo studiare come le in-
formazioni sulle derivate della funzione, I'incognita e la funzione stessa interagiscono e riconoscere classi di
soluzioni.

Definizione 13.1 (Equazione differenziale).
Data y(z) : I — R derivabile n volte definiamo

F(a:,y(x),y’(x), T 7y(”)($)) =0

una equazione differenziale (ordinaria) di ordine n.
Se F' non dipende da x ’equazione di dice autonoma.
Se F ¢ lineare affine nelle ), ovvero se

n

F(l‘, y(x)v e 7y(n) (l‘)) = Z a; (m)y(”(x) + b(a:),

=0
allora I’equazione differenziale ¢ detta lineare e se b(x) = 0 ¢ detta in particolare lineare omogenea.

Osservazione 13.2.
In generale le soluzioni ad una equazione differenziale non sono uniche, per esempio ogni funzione polinomiale
data da p € R,,_;[x] & soluzione dell’equazione 3™ = 0.

Per cercare di limitare il numero di soluzioni possiamo imporre delle “condizioni iniziali” alla nostra equa-
zione. Questo concetto viene formalizzato dal Problema di Cauchy.

Definizione 13.3 (Problema di Cauchy).
Un problema di Cauchy per una equazione differenziale ordinaria in y : I — R & dato da un sistema del tipo
seguente:

y(wo) = yo

YD (20) = yn_1
dove L0,Y0, " 1 Yn—1 € I

In molti casi ci aspettiamo una soluzione unica al problema di Cauchy (come per y™ = 0), ma non & vero
in generale. Per esempio il problema

{y’(@ = Vy(@)]
y(0) =0

0 sex <0
22/4 sex >0

Vedremo che il motivo per cui le soluzioni in questo caso non sono uniche e legato alla discontinuita della
derivata.

ammette come soluzioni sia y(z) = 0 che y(z) = {
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13.2 Equazioni del primo ordine

Definizione 13.4 (Equazione differenziale del primo ordine in forma normale).
Una equazione differenziale del primo ordine & detta in forma normale se

F(z,y(z),y () = f(z,y(z)) — ' (2)
con f : [a,b] X y([a,b]) — R. Dato ¢ € (a,b) i problemi di Cauchy per queste equazioni sono della forma
y'(x) = f(z,y(x))
y(wo) = yo

Adottando la notazione della definizione appena data, & possibile, con tecniche che non tratteremo in questa
sede, mostrare il seguente teorema:

Teorema 13.5 (Cauchy-Lipschitz/Esistenza e unicita locale).
Se f ¢ continua in (z,y) e lipschitziana in y (cioe Vz € [a, b] abbiamo f(z,-) : y(]a,b]) — R Lipschitziana), allora
36 > 0 con (zg — 6,29 + ) C (a,b) tale che 3! y € C((xg — &,z + §)) soluzione del problema di Cauchy.

Teorema 13.6 (Cauchy-Peano).
Se f & continua Jy € CY((xg — &, 29 + 6)) t.c. ¥ (x) = f(x,y(x)), ma in generale non & unica.

Osservazione 13.7 (Baffo di Peano).

Nelle condizioni piu deboli del teorema di Cauchy-Peano non & garantita 1'unicita delle soluzioni. L’insieme delle
soluzioni per un dato problema di Cauchy che rispetta le ipotesi di Cauchy-Peano ma non Cauchy-Lipschitz e
detto baffo di Peano o Pennello di Peano.

Forti di questa condizione possiamo dare tutte le soluzioni alle equazioni lineari del primo ordine in forma
normale.

Proposizione 13.8.
Date a(x),b(z) : R — R continue, le soluzioni all’equazione

y' () = a(@)y(x) + b(x)
sono della forma
y(z) = Cer@ 4 /eA(x)*A(S)b(s)ds

con A(z) una primitiva di a(z) e C € R.

Dimostrazione. Riscriviamo ’equazione come

y'(x) — a(x)y(z) = b(x)

e, posta A(x) una primitiva di a(z), moltiplichiamo etrambi i membri per e

e Wp(z) = ey () — a(x)y(z)) = (e““(””’y(x)),-

—A()

Integrando in x abbiamo
e 4@y (z) = /eiA(t)b(t)dt +C

con C' € R, da cui
y(z) = Ce@ 4 / eA@=ADp(1)dt

Corollario 13.9.
Il problema di Cauchy

y(wo) = yo

{y'(x) = a(z)y(z) + b(z)

ha un’unica soluzione, ovvero

y(z) = yoe*™ + / eA@=ADp(1)dt

Zo

x
con A(z) = / a(t)dt. La soluzione & unica in quanto definita globalmente e I’equazione rispetta le condizioni
X

0
del teorema di esistenza e unicita locale.
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Il teorema di esistenza e unicita ci garantisce solo una palla attorno al punto iniziale scelto, ma risolvendo
nuovamente 1’equazione ponendo alla funzione i valori ottenuti agli estremi di questi intervalli dovremmo essere
in grado di estendere le soluzioni.

Siamo quindi interessati a cercare soluzioni che occupino la massima parte del dominio fornitoci.

Definizione 13.10 (Soluzione massimale).
Posta f : [a,b] X [¢,d] — R e dato problema di Cauchy

{y’(m) = f(z.y(z))

y(wo) = Yo

una soluzione y € C(int I),zq € int I,y(xo) = yo ¢ definita massimale se Vz € C(I") soluzioni del problema
di Cauchy abbiamo I’ C I.

Osservazione 13.11.
Nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicita m Jly € C'(I) soluzione massimale del problema di Cauchy
con I C [a,b].

Mostriamo che le soluzioni massimali proseguono finché possono:

Teorema 13.12 (Degli asintoti).
Posta f : [a,b] X [¢,d] — R continua e Lipschitziana nel secondo argomento e dato problema di Cauchy

y'(x) = f(z,y(x))
y(z0) = ¥o
abbiamo che data y € C*([a/,b']) la soluzione massimale valgono le seguenti proposizioni:

e b/ =boppure (b <be lixgl y(x) € {c,d})
T—b'~

e o/ =aoppure (a/ >ae lim y(z) € {cd})
z—a’'t

Dimostrazione. Mostriamo la prima affermazione, 'altra ¢ analoga. Osserviamo che se

3 lim y(z) =« € [¢,d],
r—b'—
allora a € {¢,d}, altrimenti, risolvendo il problema di Cauchy con y(b') = a potremmo trovare per esistenza e
unicita una soluzione z definita su [’ — 6,0’ + §] € [a, V'], assurdo perché y massimale £.
Quindi basta mostrare che esiste il limite. Supponiamo per assurdo che

limsupy(z) = (T > ¢~ = liminf y(z),

=
b/ — r—b

allora Ja,,, b, successioni che tendono a b’ tali che y(a,) — £+ e y(b,) — ¢~. Osserviamo inoltre che |b, —a,| =
0t —0= +o(1)
o(1)

0(1). Quindi per per Lagrange [11.34] 3x,, € (an,by) tale che |y (z,)| =
definito x,, — b’ tale che

‘ — +o00. Allora abbiamo

|y (zn)| = |f (@n, y(zn))| = +o0,

ma questo € assurdo perché definitivamente in n, de > 0 tale che

ns n S 3 ER
Feny) < max | (f()

Corollario 13.13.
Se f:R xR — R allora

o V/ =400 oppure lim y(z) = +o0
T—b'~

e ¢/ = —oco oppure lim y(z)=+oc0
r—a’t
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13.2.1 Studio qualitativo

Teorema 13.14 (Confronto).
Date y1,y2 : I — R soluzioni di ¥’ = f(x,y), I intervallo, con f continua e (localmente) Lipschitsziana in y
abbiamo

o Vz €1, yi(z) > ya(2)
o Ve, y1(z) < yo(x)
o Vrel, y(x) =y x).

Dimostrazione. Supponiamo che y;(zg) = ya2(xo) per qualche zp € I. Per esistenza e unicita abbiamo che
Vo € I, yi(z) = y2 (). O

Definizione 13.15 (Sopra/sotto soluzione).
y € CY(I) & una sopra soluzione (rispettivamente sotto soluzione) di y' = f(z,y) se

y'(2) S fle,y(x)  Veel
Le sopra/sotto soluzioni si dicono strette se la disuguaglianza sopra & stretta.

Teorema 13.16.
Date y1,y2 : I — R con y; sopra soluzione e ys sotto soluzione di ¢y’ = f(x,y), di cui una delle due ¢& stretta,
per o € I abbiamo

o y1(x0) > ya(xo) = y1(x) > yo(x), Yo > 29
o y1(x0) <ya(zo) = y1(x) < yo(x), Vo < 29

Dimostrazione. Dimostriamo la prima proposizione, la seconda si ottiene in modo analogo. Osserviamo che se
y1(20) = y2(xo) allora dal fatto che ¢ (xo) > f(zo,y(x0)) > y4(zo) troviamo y;(x) > yo(x) per x € (zg,xg + J).

Possiamo quindi supporre yi1(xg) > y2(xg). Per assurdo supponiamo che 3x1 > zg t.c. y1(z1) = ya2(z1) €
Va € (2o, 21), y1(x) > y2(x), allora per Lagrange [11.34] 3¢ € (w0, 1) t.c. yi(€) < y4(£), assurdo £. O

Teorema 13.17 (Esistenza globale).
Data y soluzione massimale di y' = f(x,y(z)) tale che |f(z,y(z))| < a(z) + b(x)|y| con a,b continue positiva,
abbiamo che y ¢ definita globalmente.

Dimostrazione. Le equazioni lineari y' = a(x) = b(x)y hanno soluzioni globali esplicite le quali ci permettono di
evitare asintoti per y usando il confronto. O

13.2.2 Equazioni separabili

Definizione 13.18 (Equazione differenziale separabile).
Un’equazione differenziale del primo ordine in forma normale ' = F(xz,y) & detta separabile se F(x,y) =

f(y)a(z).

Se a(x) =1 allora 'equazione si dice autonoma.

Studiamo quindi il problema di Cauchy

{y’(w) = f(y(z))a(z)

y(wo) = yo

per a, f continue e f localmente Liepschitziana.

Osserviamo che se f(yo) = 0 allora y(x) = yo ¢ una soluzione costante. Se yp # 0 chiamiamo Jy la
componente connessa di {y | f(y) # 0} che contiene yy. Per definizione f non cambia segno su Jy, quindi in
questo intervallo

y'(x)
——— =a(x).
fy(x))
Poste G e A tali che G' =1/f e A’ = a (esistono dato che 0 ¢ f(Jy) e f,a continue [12.28]) abbiamo

d d

T (Gy(@) = - (A@)).
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Dal Teorema fondamentale del calcolo integrale [12.43] abbiamo integrando da xg a x
G(y(z)) — G(y(zo)) = Alz) — A(zo)
G(y(z)) = G(yo) + A(z) — A(o).
Allora per gli x tali che G(yo) + A(x) — A(xo) € G(Jy) abbiamo
y(z) = G~ (A(2) + G(yo) — A(z0))-
Riassumiamo in una proposizione:

Proposizione 13.19.
Dato il seguente problema di Cauchy

y(wo) = yo

con f,a continue, f localmente Lipschitziana abbiamo che:

Se f(yo) = 0 allora y(z) = yo & la soluzione del problema.

Se f(yo) # 0 allora 3.Jy intorno di z¢ dove f non cambia segno. e, poste G, A primitive di 1/ f e a rispettivamente,
abbiamo

{y’(m) = f(y(2))a(z)

G(y(z)) = G(yo) + A(x) — A(xo).
Nel caso G(yo) + A(x) — A(xo) € G(Jy) troviamo un’espressione per y:

y(x) = G7(A(2) + G(yo) — A(x0))-

13.3 Equazioni lineari di ordine superiore

Osserviamo che quanto detto sulle equazioni del primo ordine si generalizza in modo naturale al caso di sistemi
di piu equazioni

Teorema 13.20 (Cauchy-Lipschitz esteso).
Dati I C R, J C R", (zo,%) € I x J, f: I x J— R"™ continua e localmente lipschitziana su ogni coordinata di
i/, abbiamo che il problema di Cauchy

g = fz,9)
§(zo) = %o
ammette localmente un’unica soluzione. Inoltre se f : I x R™ — R" e
If(z,9)] < alx)|y] + B(z), a, 3 > 0 continue
allora la soluzione e definita su I.
Consideriamo un’equazione differenziale lineare della forma

u (@) + a1 (@)u" D (@) + - an (@) (2) + ao(@)u(z) = ble)

con a; : I — R continue. Possiamo ricondurre questa equazione ad un sistema come sopra ponendo y;(z) =
ul) (z) per 0 < j <n — 1. Troviamo infatti

yi (@) = (W (@) =0 (@ )—yg+1( x) per 0<j<n-—1

Ypor () = u™ (@ Z aj(x)ut?(z) perj=n

Possiamo riassumere queste relazioni in una equazione matriciale

yi(w) Yo(x)
C | =9 = A@)y+ B(x) = A(r) : + B(x).
Yn(z) Yn—1(z)
dove
0 1 0 0
0
Afz) = X  Ba=|
0 0 1 b(x)
—ap(z) —ar(z) oo o —ap_y(2)
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Troviamo quindi che risolvere l’equazione differenziale € equivalente a risolvere questo sistema, inoltre per
Cauchy-Lipschitz la soluzione del sistema ¢ unica fissate le condizioni iniziali, quindi (posto Lu = u(™ 4
S~ ai(x)u®(x)) anche il sistema

Lu=1b

u(zg) =c; 0<j<n—1

ha una soluzione unica.

13.3.1 Struttura delle soluzioni

Come avevamo cominciato a intuire quando abbiamo introdotto i problemi ci Cauchy, I'insieme delle soluzioni
di molte equazioni differenziali di ordine n ha n gradi di liberta. Nel caso delle equazioni lineari possiamo
confermare questa idea grazie al seguente risultato:

Proposizione 13.21.
L’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale lineare di ordine n

Lu=b
¢ uno spazio affine di dimensione n.

Dimostrazione. Siano u1,us soluzioni di Lu = b e poniamo w = uy — us. Osserviamo che Lw = 0, infatti
Lw= L(u; —ug) = Luy — Lus =b—b=0.

Osserviamo che L : C™(I) — C°(I)) lineare e che le soluzioni di Lw = 0 sono per definizione ker L, quindi esse
sono uno spazio vettoriale.
Consideriamo wy, la soluzione del problema di Cauchy

Lw=0
w(j)(.%‘o) = 51@]‘

con dOy; la delta di Kronecker. Mostriamo che {wy, | 0 <k <n — 1} & una base di ker L:
lin.ind.) Consideriamo una combinazione lineare nulla 0 = ) ugpwy e deriviamo £ volte

0= DZ(Z PrW) = Z s’

valutando in xq
0= Zukw,(f)(xo) = Zuk(m =l

Ma ¢ era arbitrario, quindi abbiamo dimostrato che la combinazione e effettivamente la combinazione banale.
genera) Se Lu = 0 poniamo p, = u'*)(xq) e consideriamo @ = ), —; ppwy. Osserviamo che per la linearita di

L, LT = 0 e inoltre T () = Zukw,(f)(xo) = ptp. Ma allora sia u che @ sono soluzioni di

Lu=20
u® (o) =

quindi per unicita coincidono, ovvero u ¢ combinazione lineare dei wy.
Abbiamo quindi che ker L ha una base di n elementi, ovvero dimker L = n, e quindi anche lo spazio affine
delle soluzioni ha dimensione n. O

Osservazione 13.22.
Ogni soluzione di Lu = b si ottiene da una soluzione particolare Lug = b sommando una combinazione dei wy,

cioe u ¢ della forma
n—1

U= ug + Z MW
k=0
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13.3.2 Equazioni a coefficienti costanti

Consideriamo un caso particolare delle equazioni differenziali lineari di ordine n, ovvero quelle a coefficienti
costanti
w4 a, a4 a4 agu = b(x), a; € R.

Indichiamo 'operatore derivata con D, ovvero

c>(I) — C>=(I)
A

Esso ¢ un endomorfismo di C*°(I). Osserviamo allora che 1’equazione & esprimibile in termini di un polinomio
valutato dell’operatore derivata:

D:

R[t] 3 P(t) =t" + ap_1t" '+ +art +ag =

u™ +ap 1w 4o a4 agu = P(D)u.

Come visto nella sottosezione precedente, possiamo separare il problema della ricerca delle soluzione dell’e-
quazione completa nella ricerca di una soluzione particolare e di tutte le soluzioni dell’omogenea. Studiamo ora
la seconda.

Caso omogeneo

Fattorizziamo P(t) nei complessi come
P(t) = [Tt —x)m
=1

con \; distinti. Osserviamo che dimker P(D) = n e che D|kerP(D ¢ un endomorfismo di ker P(D), dato che

)
Do P(D)=(t-P)(D) = D(ker P(D)) = ker(t- P)(D) C ker P(D).

Per semplicita notazionale scriveremo D al posto di D|kerP D) © A al posto di AI.

Data la fattorizzazione di prima, scriviamo la seguente decomposizione di ker P(D) grazie al teorema di
decomposizione primaria:

ker(P(D)) = P ker(D — ;)™
j=1

(Per chi deve ripassare ancora geometria tra poco daremo anche una dimostrazione.)
Studiamo allora il comportamento dei ker(D — \;)™3.

Proposizione 13.23.
ker(D — \)™ = {q(2)e™ | g € Cpu_1a]}.
(Ricordiamo che Ki[t] = {p € K[t] | degp < k}).

Dimostrazione. Procediamo per passi. Osserviamo che ker D™ = C,,,_1[z]:

D) ovvio.

dim = dim) Abbiamo mostrato che dimker D" = m e dim C,,_1[z] & chiaramente m.
Osserviamo che, ponendo (Eyu)(z) = u(x)e*® abbiamo che D — A = E\ o Do E_y, infatti

ExoDoE_yu=EyoD(ue ) =E\(We ™ — due ) =/ — Mu= (D — \u.

Da questo discende elevando a potenza che (D — X\)™ = Ey o D™ o E_,.
Siamo ora pronti per mostrare la tesi:
dim = dim) Stessa motivazione di prima.
D)
(D = \)"q(z)e? = E\D™E_(q(x)e*®) = ExD™(q(z)) = 0.

Per dimostrare la veridicita della decomposizione ci serve il seguente lemma:

Lemma 13.24.

Se A # p allora (D — p) € GL(ker(D — \)™)

|ker(D—)\)m

98



Dimostrazione. Dato u € ker(D — X\)™ osserviamo che
(D =N)"™((D = p)u) = (D = p)(D = A)"(u) = (D = 1)(0) = 0
quindi ker(D — A\)™ & (D — p)—invariante, ovvero

(D — u)|ker(D_>\)m € End (ker(D — \)™).

Come abbiamo visto sopra, un elemento di ker(D — \)™ & della forma u(x) = g(x)e*® con g(z) € Cp,[z].
Applichiamo allora (D — p) a u(z):

(D — p)(q(z)e™) = (¢'(z) + Aq(2))e™ — pg(x)e™ = (¢' + (A — p)g)e™”.

Dato che X # pu, abbiamo che, se ¢/ + (A — u)g = 0, il termine di testa di g & nullo (dato che deg ¢’ < degq), ma
allora lo & anche quello di ¢’. Reiterando questo argomento troviamo che ¢’ + (A — pu)g =0 = ¢ =0, ovvero

ker(D - ’u)|ker(D—)\)m - {0}7

ed essendo lineare questo ci permette di concludere che D — p & iniettiva, e quindi invertibile in quanto
endomorfismo. O

Teorema 13.2T5.
ker(P(D)) = P ker(D — )™
j=1

Dimostrazione. Il contenimento del lato destro nel sinistro e ovvio, inoltre
T
dimker(P(D)) =deg P = Z m;,
j=1

quindi ci basta verificare che la somma ¢ effettivamente una somma diretta.
Siano 7; € ker(D — \;)™¢ dei vettori tali che Z:=1 U; = 0. Dato 1 < j < r mettiamo il evidenza il j—esimo
fattore di P

P(t)=Bit)t—=\)™, Pty = ] @-x)m™
i=1,i#j
e valutiamo questo sulla somma:
0=Pi(D)D_ ) =Y Pi(D)(@) = P;(D)(#)
i i=1

i=1

Osserviamo che P;(D) ¢ composizione di elementi di GL(ker(D — X;)™7), dunque esso stesso ¢ un

‘ker(Df/\j)mJ'
elemento del gruppo lineare. Ma allora, dato che 0 = P;(D)(7;) e U; € ker(D — \;)™ scopriamo che @; = 0.
Essendo j arbitrario abbiamo scoperto che ogni termine della somma & nullo, quindi la somma dei nuclei e
diretta. O

Abbiamo quindi trovato un modo per caratterizzare le soluzioni dell’equazione omogenea, ma al costo di
introdurre funzioni a priori complesse, per esempio nel caso di P(t) = t? + 1 la decomposizione ha la forma

ker(D — i) @ ker(D + i) = {ae'™ + be™"*, a,b € C}.

Ricordiamo perd che dato P(t) € R[t] esso ha radici reali o complesse coniugate a coppie, quindi per superare
questa difficolta ci basta studiare

C(I,R) N (ker(D — €)™ @ ker(D — ©)™) = K(¢,m).
Se £ = a + i abbiamo

K(&,m) =C™(I,R) N {g1e°7P% 1 ge7e=5% | gy g € Cpu_y[o]} =
—{e%(R(q1 + g2) cos(8x) + (a1 — @2) sin(B)) | a1, 42 € Con_1[a]}
— {7 (py cos(Bz) + pa sin(5r)) | pr,p2 € R [2]}.

99



Soluzione particolare
Trovare una soluzione particolare non & facile in generale, quindi considereremo solo i casi dove b € ker(D — ,u)é.

Proposizione 13.26.
Data I'equazione differenziale P(D)u = b abbiamo che

e Se P(u) # 0 allora 3! soluzione dell’equazione della forma u(z) = g(z)e** con g € Ry_1[z].
e Se P(u) = 0 allora 3! soluzione dell’equazione della forma z™q(x)e”* con g € Ry_q[x].

Dimostrazione. Osserviamo che P(D)‘ker(Dfp,)@ € End (ker(D — p)").

(%) Se P(u) # 0 abbiamo che P(D) & invertibile su ker(D — )¢, quindi, dato che g(x)e"® € ker(D —pu)*, abbiamo
il primo punto.

() Se P(u) = 0, cioe Ji t.c. pu = A;. Usando la notazione di prima, evidenziamo questa radice P(D) =
P(D)(D — )™ con P() # 0. Osserviamo che

P(D): {z™u | u € ker(D — pu)*} = 2™ ker(D — p)* — ker(D — p)*
€ un isomorfismo, infatti

™ ker(D — p)* (D_—H>)m ker(D — p)* P(—D>) ker(D — p)*.

Quindi per b € ker(D — p)f, 3 a € 2™ ker(D — p)¢ t.c. P(D)a = b. O
Considerando quindi una soluzione di queste forme sappiamo che I’equazione ci permettera di determinare

una soluzione univoca.

13.3.3 Equazioni lineari del secondo ordine

Nel caso specifico delle equazioni del secondo ordine esiste un metodo per determinare una soluzione particolare

Teorema 13.27 (Metodo di variazione delle costanti).

Definendo 'operatore differenziale Lu = w” + aj(x)u’ + apu, date wy,ws soluzioni di Lw = 0 linearmente
indipendenti (Span(wy,ws) = ker Lw) possiamo ricavare una soluzione particolare di Lu = b, e quindi trovare
tutte le soluzioni.

Dimostrazione. Cerchiamo una soluzione della forma
u(z) = cr(x)wi(x) + ca(z)wa(x).
Poniamo inoltre ¢ (z)w;(x) + 4 (x)wz(z), in modo che
U (1) = crw)] + cowh,
u’ = w] + chwhy + crw + cawl,
da cui

Lu = b= ey (Lot exlLeosT L o, + cywly = b,

Ci riconduciamo a risolvere il sistema

! / — /
ciwy + cows =0 wy wa) (e _ (0
cywy + chwh =b wy  wy) \c b)"
1W1 oWo = 1 2 2
Osserviamo che il determinante della matrice A = wyw}) —wjws & non nullo, infatti, essendo w; e ws linearmente
indipendenti, se fosse nullo avremmo w}] = w) = 0, da cul w; e wy costanti, assurdo perché linearmente

indipendenti /.
Possiamo quindi invertire la matrice:

b
A 1 [ wh —we) (0 g =—%
Al T A\=w  w b I wib
2 1 Ca A
Integrando le due equazioni del sistema troviamo ¢; e ¢3. Sommando a u = cyw; + cows una combinazione

lineare di wy e wy troviamo uno spazio affine di dimensione 2 contenuto nello spazio delle soluzioni a Lu = b,
abbiamo quindi determinato tutte le soluzioni. O
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